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Chapitre 1 

Bases d'analyse complexe 



1.1 Les nombres complexes 

La notion de nombre complexe vient initialement de la constatation que certaines equa- 
tions algebriques du second degre n'ont pas de solution reelle. L'exemple typique est 

x 2 + 1 = . 

Au seizieme siecle, une groupe d'algebristes italiens, Cardan et ses eleves, commencent 
a manipuler des symboles purements formels, tels que \f^a pour a > 0, qu'ils appellent 
nombres impossibles, a l'epoque ou d'autres mathematiciens hesitent encore a manipuler 
les nombres negatifs. Dans les siecles suivants, l'utilisation de ces nombres impossibles, 
aussi appeles nombres imaginaires, s'intensifie. La raison est que l'ensemble de ces nom- 
bres est le cadre naturel pour chercher les racines d'equations algebriques (c'est-a-dire 
les zeros de polynomes) et ils fournissent meme des fagons simples de trouver des solu- 
tions reelles de telles equations, la ou des methodes purement basees sur les nombres reels 
seraient beaucoup plus difficiles. Mais ce n'est qu'au dix-neuvieme siecle que les nombres 
complexes recevront une definition rigoureuse. C'est Hamilton, qui en 1835 deflnit un 
nombre complexe comme un couple z = (x, y) de nombres reels. Pour deux nombres 
complexes z = (x,y) et z' = (x f ,y'), on deflnit leur somme et leur produit de la fagon 
suivante : 

z + z' — (x + x',y + y') , zz 1 = (xx' - yy', xy + xy) . 

Cela revient exactement a considerer que l'ensemble C des nombres complexes est muni 
d'une base canonique notee : 

1 = (1,0) , i = (0,l) 
verifiant l.i = i.l = i, l 2 = 1, i 2 = —1. C'est a dire que 

z = (x,y) = x + iy , z' — (x' : y') — x' + iy' , z + z' — x + x' + i(y + y') , 
zz — (x + iy)(x' + iy') = xx' + ixy + ix'y + i 2 yy' = xx' — yy' + %{xy + x'y) . 

L'ensemble C muni de ces deux lois est un corps commutatif, c'est-a dire qu'on a les 
proprietes suivantes : 
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1. C muni de l'addition est un groupe abelien (c'est-a-dire commutatif), i.e. 

• l'addition est associative, commutative, 

• elle admet un element neutre, 

• tout element z de C possede un inverse pour l'addition, 

2. la multiplication est associative sur C, 

3. C \ {0} muni de la multiplication est un goupe abelien, 

4. la multiplication est distributive par rapport a l'addition. 

Un complexe z — (x,0) = x + iO est simplement note x et s'identifie ainsi au nombre reel 
x. Les nombres z = x + iy avec y ^ sont appeles nombres imaginaires et ceux tels que 
x = et y 7^ sont qualifies d'imaginaires purs. 

Remarque 1.1. A noter que comme i 2 = — 1, il suit que = 1 et done —i = \ (on 

rappelle que dans un groupe, Vinverse est unique). 

Definition 1.1. Pour un nombre complexe z = x + iy, x s'appelle sa partie reelle et y sa 
partie imaginaire, on note 

x = Re z , y — Im z . 
On appelle module d'un nombre complexe z = x + iy le nombre reel positif 

\z\ = a/x 2 + y 2 

et complexe conjugue de z le nombre complexe 

z = x — iy . 

On remarque que 

zz = \z\ 2 . 

Ceci constitue la description cartesienne des nombres complexes. Une autre descrip- 
tion usuelle et utile est la description polaire, selon laquelle un nombre complexe z est 
represents sous la forme z = re %e our = \z\ et 6 est Tangle forme entre l'axe Ox et le 
segment Oz. Cette ecriture n'est pas une simple convention, mais bien un resultat que Ton 
peut demontrer. Pour cela, on doit commencer par definir sur C la fonction exponentielle : 
elle s'exprime par le developpement en serie entiere qui la definit deja sur M. 

Definition 1.2. On considere la fonction exponentielle definie sur C par 

+oo 
n=0 



(1.1) 



1.1. LES i\ r OMBRES COMPLEXES 



7 



Proposition 1.1. La fonction exponentielle est bien definie sur C et a la propriete suiv- 
ante : 

V0 G R , e ie = cos 9 + i sin 9 . 

Ainsi V image par la fonction exponentielle de la droite imaginaire pure est le cercle unite 
C(0, 1) dans C, et si on se restreint au segment [0, i2%[, V 'exponentielle est bijective de 
[0,i2n[ surC(0,l). 

Preuve. Le fait que la serie (1.1) soit bien definie sur C, i.e. converge pour tout 
z G C, vient simplement du fait que 



+oo 



+oo 



\ z , 

71 ! 



n 



y - =y 

n=0 n=0 

la serie est done absolument convergente pour tout z G C. Pour z = i6, 9 G K, en utilisant 
le fait que 

(-l) fc si n = 2Jfe, fcGN, 
(-l) fc i si ra = 2Jfe + l, fceN, 



on a 



^ n! 

n=0 

n=0 v y n=0 v y 

= cos 9 + % sin . 

D'ou la proposition. □ 

Corollaire 1.1. II suit que pour tout nombre complexe z non nul, si on considere 9 V angle 
oriente entre Vaxe Ox et le segment Oz, on a Rez = \z \ cos 9 et Imz = \z \ sin 9 et done 
z s 'ecrit sous la forme 

z = \z\e ie . (1.2) 

De plus Vecriture (1.2) est unique si on se restreint a 9 G [0, 27r[. Pour z = 0, Vecriture 
(1-2) est vraie pour n'importe quelle valeur de 9. 

La fonction exponentielle a la propriete importante suivante : 

Proposition 1.2. Pour tout z,w G C, e z e w = e z+w . 

Preuve. La demonstration se fait en reorganisant le termes de la serie e z+w : 

z+w sr^ {z + w) = sr^sr^ r k zw = \^\^ ZW 

Z^ n \ l^l^ n , 2^2^k\(n-k)\ 

n=0 n=0 k=0 n=0 k=0 v ' 

+00 +OO h. ri — h + OO +00 L, ~ +OO k +OO ~ 

V Z W = W ^ = V * V W = r z r w n 

Z^Z^ mi Z^Z^ Z^ Z^ pi 

fc=0 n=fc v ' k=0 p=0 ^ k=0 p=0 ^ 

On en deduit en particulier le theoreme de Moivre : 
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Corollaire 1.2 (Theoreme de Moivre). Pour tout n G N et tout 9 G K 

(cos # + i sin 6>) n = cos n6 + i sin n# . 

En utilisant les deux representations, cartesienne et polaire, d'un nombre complexe, 
ainsi que les proprietes de l'exponentielle, on montre facilement les proprietes suivantes : 

Proposition 1.3. Soit deux nombres complexes z et w. On a : 

1. z — z, 

2. z + z = 2Re z, z — z = 2ilm z, 

3. \z\ = \z\, 

4- \Kez\ < \z\, \lmz\ < \z\, 



5. z + w = z + w, zw = zw, \zw\ = \z\\w\, 

6. \z + w\ < \z\ + |iu|, \z — w\ > \\z\ — \w\\. 

Si on note la forme polaire de z et w : z = re 10 , w = Re %Lp , avec r = \z\, R = \w\, on a 

z = re' 19 , zw = rRe l{e+v) . 

1.2 Fonctions holomorphes 

1.2.1 Definition, proprietes, formule de Cauchy 

Les fonctions holomorphes sont des fonctions definies dans C ou un ouvert de C a valeurs 
dans C, qui sont continuement differentiables, mais au sens complexe du terme, c'est- 
a-dire par rapport a la variable complexe z. On va voir que cette notion de "complexe- 
differentiabilite" est bien plus forte que la differentiabilite par rapport aux variables reelles 
x et y qui constituent z = x + iy. 

Definition 1.3. Soit Q un ouvert de C et une fonction f : Q — > C. 

1. On dit que f est complexe- differentiable (on ecrira C-differentiable) en z G Q si la 
limite 

z—>zq Z — Zq 

existe dans C. La limite, si elle existe, est notee f'(z ). 

2. Si f est C-differentiable en tout point de Q et si f est continue sur Q, on dira que f 
est holomorphe sur Q. L'ensemble des fonctions holomorphes sur Q est note H(f2). 

3. Si A est une partie quelconque de C, on dira que f est holomorphe sur A et on 
notera f G H(A) ; s'il existe un ouvert Q contenant A tel que f G H(f2). 
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Definition 1.4. Les parties de C les plus courantes sur lesquelles on considerera des 
fonctions holomorphes sont des disques ou des couronnes : 



D(z ,R) 
D{z ,R) 
C(zq, R\,R-i) 



= {zeC 
= {zeC 
= {zeC 



\z — zo\ < R} 
\z — zq\ < R} 

R 1 <\z — z Q \ < R 2 } pour < Ri < R 2 < +oo . 



Exemple. Pour tout n G N la fonction definie sur C par z i— > z n est holomorphe sur C. 

Remarque 1.2. Comme pour la notion usuelle de derivabilite, le fait que f soit C- 
differentiable en z entraine que f est continue en z . On va voir que cela implique 
egalement une relation entre les derivees partielles de f par rapport a x = Re z et y = Imz. 

Theoreme 1.1 (La caracterisation de Cauchy-Riemann). Soit Q un ouvert deC et f une 
application de Q dans C. On note z = x + iy un element quelconque de Vt et on considere 
la fonction f sous la forme 

f( z ) = f( X: y ) = u {x, y) + iv(x, y), u = Re / , v = Im / . 

Les proprietes suivantes sont equivalentes : 

(i) f e H(Q), 

(ii) f , en tant que fonction de (x,y), est de classe C 1 sur Q et verifie pour tout zeO 

Remarque 1.3. On utilise souvent les deux operateurs suivants : 

d 1 f d .d\ d 1 f d .0 

dz 2 \dx dy J ' dz 2 \dx dy 

On voit alors que les equations de Cauchy-Riemann (1.3) sont equivalentes a 

et que pour f G H(fi), on a pour tout z G Q 

Preuve. On commence par remarquer qu'effectivement, les equations de Cauchy- 
Riemann sont equivalentes a || = 0. Pour cela, on developpe simplement l'expression de 
d£ . 

dz ■ 

df 1 / d d \ . . . . 1 / du dv\ i ( du dv 

Wz = 2\Yx +l dy) V) + ^ y)) = 2\d-x-dy) + 2\dy + Yx 

En identifiant la partie reelle et la partie imaginaire de || a 0, on voit que les equations 
de Cauchy-Riemann sont equivalentes a || = 0. Demontrons maintenant le theoreme. 
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=>- (it) On ecrit simplement la definition de la C-differentiabilite de / en zo G f2 ; 
on note z = rr + iyo, 

, U) = lim m - m . 

Si on considere les deux cas particuliers ou z approche zo le long des lignes y = yo 
et x = Xo, on obtient respectivement : 

fl( s Y f(x,y )-f(x ,y ) df 
f (z ) = hm = ^-(*o) 

x^x x — Xq OX 

et 

,// v r f(x ,y)-f(x ,yo) Idf 

f (z ) = hm - r = TTT ^O • 

s/-s/o i{y-yo) toy 

En prenant la demi-difference des deux expressions de f'(z ) ci-dessus, on obtient 
o=(zo) = pour tout z G Jl, c'est-a-dire les equations de Cauchy-Riemann sur fi. 
De plus les deux expressions de /' et l'hypothese que /' est continue sur Q entrainent 
que les derivees partielles de / par rapport a x et a y existent et sont continues sur 
Q, c'est-a-dire que / en tant que fonction de x,y est C 1 sur Q. D'ou / verifie (ii). 

Par ailleurs, en effectuant la demi-somme des deux expressions de /' obtenues plus 
haut, on trouve f — %■ 

) =>- (i) Du fait que / est C 1 sur Q, on deduit que / est differentiable sur Q, c'est-a- 
dire, pour tout Zo G Q, on a, en notant z = Xo + iyo et z = x + iy, 

f(z) - f(z ) -(x- xq)^(zq) -(y- yo)^(zo) 

\z - Z \ 

_ f(z) - f{zp) -{x- xq) (f z (z ) + %{zp)) - (y - m )\ (%(z ) - f z {zp)) 

\Z - Zq\ 

f{z) - f{zp) -jz- zo)f z {zo) - (z - ^)g(^o) 

= : — : > (J lorsque z — > z . 

\z - z \ 

Comme par hypothese, || = 0, on en deduit 
f(z)-f(z )-(z-z o m(zo) 



\Z - Z \ 



lorsque z — > z 



et done, en multipliant par z _ z z ° , qui est de module 1, 



\z-z \ 
z-z 

f(z) - f(Zp) df 

z — zq dz 



(z ) lorsque z — > z . 



On voit done que / est C-differentiable sur Q, que /' = |£ et est done continue sur 
f2 car / est C 1 sur f2 dans les variables x et y. □ 
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La preuve de (i) =>- (ii) etablit le resultat suivant qui est important en soi : 

Proposition 1.4. Soit Q un ouvert de C, f : Q — > C, et z$ G C. On suppose que 
f est C-differentiable en z , alors les derivees partielles de f en z par rapport a x et y 
existent ; de plus 

-(z ) = et / (z ) = Tz (z ) = Tx {z Q ) = --(zo) . 

Proprietes. 1. Soit A une partie de C, /, g G H(A), A, /x G C. On a : 
(aj A/ + w eH(4 / s eH(A), 

ft) pour tou* z G C, (A/ + //<?)' (z) = \f'(z) + w'(z), (fg)'(z) = f(z)g'(z) + 
f'(z)g(z), 

(c) si f ne s'annule pas sur A, alors 1/ f G H(A) e£ pour foui z6i, 

'V w - /'« 



(d) si g ne s'annule pas sur A, alors f/gE H(A) et pour tout z G A, 

f\\ z) = f'(z)g(z)-f(z)g'(z) 



gj (g(z)) 2 

2. Soit A et B deux parties de C, / G H(A) ; g G H(£>) ; on suppose de plus que 
f(A) C B, alors : 

(a) g o / G H(A) pour zGA, (go /)' (*) = g' (f (z)) f (z) , 

ft) si de plus A et B sont ouverts, si f : A ^ B est bijective et si f ne s'annule 
pas dans A, alors f^ 1 G H(B) et pour tout z G B 

{rl) ' {z) = TiFW) ' 

ou encore, pour tout z G A, 

(r 1 )' (/(*)) 



/'(*) ' 

Preuve. L'ensemble des resultats se demontre comme pour les fonctions d'une vari- 
able reelle, seul le dernier point necessite d'etre en partie detaille. Considerons done A 
et B deux ouverts de C, / G H(A) telle que / : A — > B est bijective et /' ne s'annule 
pas dans A. Montrons alors que / : A — > B en tant que fonction de est un 

C 1 -diffeomorphisme. Pour cela, on considere le determinant de J(f), la Jacobienne de / 
relativement aux variables x et y. On pose u — Re /, v — Im /, on a pour z = x + iy G A, 
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w m du. .dv. . du , sdv . . 
|detJ(/)(,)| = _(,)_(,)-_(,)_(,) 

au , ,\ ( ov 



= y—(z) J + ^— (z) ) par les equations de Cauchy — Riemann 

dff v " 

ax 

= |/'(2;)| 2 par la proposition 1.4. 

On voit done que la Jacobienne de / est inversible en tout point de A. La fonction / est 
done un C 1 -diffeomorphisme de A sur B par le theoreme d'inversion locale. Le reste de la 
preuve est analogue au cas des fonctions d'une variable reelle. □ 

Exemple. On en deduit notamment que les polynomes en z sont holomorphes sur C et que 
les fractions rationnelles en z sont holomorphes en dehors des zeros de leur denominateur. 

Une interpretation importante des equations de Cauchy-Riemann se fait en termes de 
formes differentielles et permet ensuite de deduire des proprietes fortes sur les fonctions 
holomorphes. 

Proposition 1.5. Soit Q un ouvert de C et f une application de Q dans C, on note 
fi — Re/ et f 2 = Im/. Alors f est holomorphe dans Q si et seulement si la 1-forme 
differentielle 

u = f(z)dz = (A + if 2 ) (dx + idy) = (/i + if 2 ) dx + (-/ 2 + ih) dy 
est C 1 et fermee dans Q. 

Preuve. u est fermee si et seulement si 

djfi + ifj _ d{-f 2 + ih) 
dy dx 

et en separant partie reelle et partie imaginaire dans l'egalite ci-dessus, on retrouve les 
equations de Cauchy-Riemann. □ 
Par le theoreme de Poincare, on en deduit des proprietes sur l'integration des fonctions 
holomorphes le long de contours. 

Theoreme 1.2 (Theoreme de Cauchy). Soit Q un ouvert simplement connexe de C, 
f G H(f2) ; soit 7 un chemin ferme et C l par morceaux entierement contenu dans Q, alors 



I f(z)dz = 0. 

J 'y 



On arrive maintenant a l'une des formules clef de l'analyse complexe : la formule de 
Cauchy. 
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Definition 1.5 (Indice d'un parcours ferme). Soit 7 un parcours ferme dans C, oriente, 
C 1 par morceaux et a G C, a 7. On appelle indice de 7 relativement a a, et on note 
71(7, a), le nombre obtenu de la fagon suivante : on trace depuis a une demi-droite, on 
compte le nombre de fois ou le chemin traverse la demi-droite de droite a gauche et on y 
retranche le nombre de fois ou le chemin traverse la demi-droite de gauche a droite. Le 
fait que ce nombre soit independant de la demi-droite choisie n'est pas a priori evident, 
on pourra s'en convaincre sur des exemples et admettre qu'il s'agit d'un theoreme de 
topologie. 

Theoreme 1.3 (Formule de Cauchy). Soit Q un ouvert de C simplement connexe, soit 
f G H(f2) ; soit a G Q. On considere 7 un chemin ferme, oriente, C 1 par morceaux dans 
Q, ne passant pas par a. Alors on a 



/(*) 



dz = 2iim{ r y,a)f{a) . 



En particulier, si on choisit, pour p > assez petit, 7(6?) = a + pe , 6 variant de d2n 
(i.e. 7 est un cercle de centre a et de rayon p parcouru une fois dans le sens direct, on 
notera ce parcours j a ,p), on a n (la,p, a) = 1 et on obtient 



f(a) 



1 

2i7T 



/(*) 



dz. 



Preuve. On suppose 71(7, a) > 0, sinon, il suffit d'orienter le chemin en sens inverse 
et de mettre un signe "— " devant l'integrale. En utilisant le theoreme de Cauchy, on peut 
montrer que l'integrale sur 7 de (f(z)/(z — a))dz est egale a l'integrale de la meme forme 
sur un cercle de centre a et de rayon p (ou p > est simplement suppose assez petit pour 
que D(a,p) C Q) parcouru 71(7, a) fois dans le sens direct. Comme pour la propriete de 
l'indice, on pourra s'en convaincre en traitant sur un dessin quelques exemples. On a 
done, pour tout p > assez petit, 



dz = 71(7, a) 



/(*) 



dz. 



7a, p 



Soit maintenant e > quelconque, par continuity de / sur f2, et done en a, il existe 5 > 
tel que pour \z — a\ < 5, on ait \f(z) — f(a)\ < e. Quitte a reduire 5, on peut supposer 
que D(a, 5) C f2. On prend p < 5, alors : 



m 

2itt L z — a 

' 10., p 



dz - f(a) 



< 



1 


p2tt 




Jo 




(*, 


2^ J 


P 



f{a + pe»)-f(a) 
pe i6 

pd6 = e 



ipe i6 d9 



On obtient done que pour tout e > 0, 

1 r m 



2in J z — a 



dz - 77(7, a)f(a) 



< e 
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et done 

/ ^dz = n( 7 ,a)/(a), 
2?7r J^z — a 

ce qui conclut la preuve du theoreme. □ 
1.2.2 Series entieres, rayon de convergence 

On a vu pour l'instant comme exemples de fonctions holomorphes, les polynomes et les 
fractions rationnelles (en dehors des zeros de leur denominateur) . On va maintenant passer 
aux series infinies et montrer que dans certaines parties de C, les fonctions holomorphes 
sont exactement les fonctions qui sont des sommes de series en z. 

Definition 1.6. On appelle serie entiere une serie de la forme 

+oo 

S(z)=Y t c n z n 

n=0 

oil les c n sont des coefficients complexes fixes. Pour une telle serie, on definit son rayon 
de convergence par : 

R := sup {p ; p > et la suite c n p n est bornee} . 

Proposition 1.6. On considere une serie entiere 

S(z)=Y t c n z n 

n=0 

de rayon de convergence R > 0. Alors S(z) est absolument convergente dans le disque 
ouvert D(Q, R), normalement convergente dans D(0, r) pour < r < R et divergente pour 
\z\ > R. 

Preuve. 

1. Soit z G C, \z\ < R. Alors on pose e = R — \z\ et on a 

= ^ R ~ E) " = (S)" (fi " E/2) " £ c « (&)" • 

car R — e/2 < R et done la suite c n (R — e/2) n est bornee. Comme R — e<R — e/2, 
on a majore \c n z n \ par une quantite de la forme CX n avec < A < 1, i.e. par le 
terme general d'une serie convergence. La serie S(z) converge done absolument. 

2. Soit < r < R. Pour tout z G D(0,r), on a la majoration suivante : 

C n Z < \c n \r n < C R - r — yi- r^j- = C R - r — 

I — I n i - H r \R- (R- r )/2j Kr \R + rJ 
et 2r < r + R, on a done bien convergence normale dans D(0, r). 
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3. Pour \z\ > R, par definition de R, la suite \c n z n \ = \c n \\z\ n n'est pas bornee, le 
terme general ne tend done pas vers zero et la serie diverge. □ 

Le rayon de Convergence se calcule en utilisant le critere de Cauchy-Hadamard : 

Theoreme 1.4. Le rayon de convergence de la serie entiere 

n>0 

est donne par 

1 

R = 



limsup n ^ +00 |c n |V« ' 

Preuve. On note R le rayon de convergence de la serie et 

i 

K 



limsup n _ >+00 \c n 
On rappelle la definition de limite superieure : 



l/n 



1/n 

1 



limsup Icnl 1 /™ = inf sup \ cu\ l ^ k = lim sup \ck^ k 
On considere p > tel que 

p < K , i.e. - > limsup |c n | 
alors il existe iV e N tel que, pout tout n > N, on ait 

- > |cj 1/n et done |c„p n | < 1 , 
P 

d'ou la suite c n p n est bornee et p < R. On en deduit que R> K. 

Soit maintenant p > K, alors il existe e > et iV e N tels que, pour tout n > N on 
ait : 

3k >n; \c k \ 1/k >- + e, 
P 

autrement dit, on peut extraire une sous-suite c nk de c„ telle que 

|c„J 1/nfc > ^ + £ et done |c nfc p" fe | > (1 + ep) nfc -> +oo lorsque k +oo . 

D'ou la suite c n p n n'est pas bornee et p > R. On en deduit que R < K. 

A noter que si K = 0, on n'utilise que la deuxieme inegalite et si K = +oo, on n'utilise 
que la premiere. □ 



16 



CHAPITRE 1. BASES D' ANALYSE COMPLEXE 



1.2.3 Holomorphie et series entieres 

Un serie entiere de rayon de convergence R > definit dans D(0,R) une fonction holo- 
morphe. Pour etablir ce resultat, on commence par montrer le lemme suivant : 

Lemme 1.1. Les series entieres 

n>0 n>l 

ont le meme rayon de convergence. 

Preuve. On commence par remarquer que la serie ^2 n>1 nc n p n ~ l converge si et seule- 
ment si J2 n>0 nc n p n converge. La preuve est alors une application directe de la formule 
de Cauchy-Hadamard et du fait que 

n V™ _^ x lorsque n — > +oo . □ 
Theoreme 1.5. Soit la serie entiere 

f{z) = Y J CnZ n 
n>0 

de rayon de convergence R > 0. Alors la fonction f appartient a H(D(0, R)) et 

f( z ) = nc n z n - 1 Vz G D(0, R) . 

II suit en particulier du lemme precedent que f G H(D(0, R)) ainsi que toutes les derivees 
successives de f qui se calculent en derivant la serie terme a terme. D'oii, f , en tant que 
fonction de (x,y), est C°° sur D(0, R). 

Preuve. Le theoreme est une consequence du lemme precedent et des theoremes 
usuels de derivation terme a terme des series de fonctions. Attention, pour chaque etape, 
on doit montrer qu'on peut deriver la serie par rapport a x et a y. Mais ceci se ramene a 
etudier la meme serie du fait que 

d Id 

— (c n z n ) — — — (c n z n ) = nc n z n ~ l . 
ox i ay 

On montre ainsi par recurrence a la fois la classe C°° de / par rapport a (x, y) et le fait 
que toutes les derivees successives de / par rapport a z se calculent en derivant la serie 
terme a terme et qu'elles sont toutes holomorphes dans D(0, R). □ 

Corollaire 1.3. Une consequence importante du resultat precedent est que 

C " = d^ (0) ' 

ce qui implique notamment que si 

y~] c n z n = d nZ n dans D(0, r) , r > , 

n>0 n>0 

alors c n = d n pour tout n. 
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On va maintenant voir que toutes les fonctions holomorphes sont localement de cette 
forme. 

Theoreme 1.6. Soit Q un ouvert de C et f G H(f2). Pour tout a E Q, si on pose 

R a = d(a, C \ tt) = sup {p > ; D(a, p) C Q} , 

il existe une serie entiere J2 n>0 c n (a)z n , de rayon de convergence R > R a , telle que, pour 
tout z G D(a,R a ), on ait 

f{z) = Y,c n {a){z-a) n . 

n>0 

On a de plus que les coefficients c n sont donnes par 

c n (a) = / t : — — dz pour tout p tel que < p < R a . 

2in (z — a) n+L 

On deduit notamment de ces resultats et du theoreme precedent que f , en tant que fonc- 
tion de x et y, est C°° sur Q, que le developpement de f en serie entiere dans D(a,R a ) 
est unique et que 

1 d n f 

Preuve. On va utiliser la formule de Cauchy. On sait que pour tout p > tel que 
p < R a et pour tout z G D(a, p), on a 

/w = J- f m cK . 



1m L C — z 

^ 7a, p ^ 

On va alors re-ecrire l/(£ — z) de fagon a pouvoir le developper sous forme de serie : 

1 1 11 



C-z (-a-(z-a) C-al-fEs 
et comme on a \z — a\ < p = \( — a\, on peut utiliser le developpement 



— - — = u n pour \u\ < 1 . 
1 — u ^ 11 

n>0 



On obtient done 



J > a <P * \n>0 v ^ 



La serie dans l'integrale converge normalement et done uniformement par rapport a ( G 
7 0j/9 . On peut done permuter integrate et somme, ce qui donne : 



n>0 V * J ^ 



^ dC 1 (z-a) n , pour |z-a| < p. 



(C-a) 



n+l 
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De plus, par la formule de Cauchy, la valeur de l'integrale definissant c n (a) ne depend pas 
de < p < R a et le theoreme est demontre. □ 
On va maintenant voir deux theoremes importants sur les proprietes des fonctions 
holomorphes ; ces deux resultats sont des consequences de l'ecriture locale sous forme de 
serie entiere. 

Proposition 1.7. Soit Q un ouvert connexe de C et f G H(f2). On suppose que \ f\ 
admet un maximum local en un point de Q, alors f est constante dans Q. 

Ceci entraine le resultat suivant : 

Theoreme 1.7 (Principe du maximum). Soit Q un ouvert borne de C et f e H(f2) telle 
que f se prolonge en une fonction continue sur Cl. Alors \ f\ atteint son maximum sur Cl 
a la frontiere de Q. 

Preuve de la proposition. On suppose que |/| atteint un maximum local enoGO 
et on considere p > tel que D(a,p) C et \f(z)\ < \f(a)\ pour \z — a\ < p. On utilise 
la formule de Cauchy : soit < r < p, 

'<•> -hL ^ - s f f± ^'^ - s f * + ■ 

On en deduit, en utilisant l'hypothese : 



d'ou 

' r ^(l/(«)|- |/(a + re^)|)d^ = 



2tt 

et comme la fonction integree est continue et positive, il suit qu'elle est identiquement 
nulle. Done |/| est constant dans D(a,p). II existe done C > telle que \f(z)\ = C dans 
D(a, p). Si C = 0, cela entraine clairement que / est constante. Si C ^ 0, on a, en notant 
/i = Re(/)et/ 2 = Im(/) : 

On derive par rapport a x et y : 

2/^ + 2/^ = 0, 2/^ + 2/^ = 0. 
or ax ay ay 

En utilisant les equations de Cauchy-Riemann : 



ce qui entraine : 



9/i f dfi_ fdh,, 9fi _ 

Jl J2 — U , Ji — h J 2 — U , 

ax ay ay ax 



(/i + / 2 )^-=C^-=0et done — = 0. 
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On obtient de la meme fagon que 7^ , 7^, 7^ son t nulles dans D(a,p), ce qui entraine 
que / y est constante. Par le theoreme 1.6 et par connexite de fl, si / est constante dans 
D(a,p), alors / est constante dans fl. □ 
Le fait que la proposition entraine le theoreme est laisse en exercice. A noter que dans 
la preuve de la proposition, nous avons egalement etabli le resultat suivant : 

Proposition 1.8. Soit fl un ouvert connexe de C, f E H(f2) ; on suppose que \f\ est 
constant dans un disque non vide de fl, alors f est constante dans fl. 

Theoreme 1.8 (Principe des zeros isoles). Soit fl un ouvert connexe de C et f E H(fl), 

les zeros de f dans fl n'ont pas de point d' accumulation dans fl, sauf si f est identiquement 
nulle. 

Remarque 1.4. Cependant les zeros de f peuvent tres bien avoir un point d 'accumulation 
a la frontiere de f , c' est par exemple le cas de la fonction sin(l / z) , holomorphe dans C\{0} 
et dont les zeros s'accumulent en 0. 

Preuve du theoreme. Supposons que les zeros de / aient un point d'accumulation 
a G Q. On considere le developpement en serie entiere de / dans D(a, R a ) 

f{z) = Y J Cn{a){z-aY. 

n>0 

On suppose que tous les coefficients c n {a) ne sont pas nuls, sinon / est nulle dans D(a, R a ) 
ce qui entraine / = dans Q ; on considere c m (a) le premier coefficient non nul de la 
serie. Alors on a 

f(z) = (z- a) m g(z) , g(z) = ^ c m+n (a)(z - a) 11 . 

n>0 

La fonction g(z) est definie dans D(a,R a ) par une serie entiere de rayon de convergence 
R > R a , elle y est done continue et sa valeur en a est c m (a) 7^ 0. II suit que dans un 
voisinage de a suffisamment petit, / ne s'annule qu'en a, ce qui contredit l'hypothese que 
les zeros de / s'annulent en a. L'hypothese entraine done que / = dans D(a,R a ). Le 
theoreme 1.6 ainsi que la connexite de Q permettent alors de conclure que / = dans 
tout ft. □ 
On enonce un autre theoreme fondamental sur les fonctions holomorphes avant de se 
tourner vers les fonctions meromorphes. 

Theoreme 1.9 (Theoreme de Liouville). Soit f e H(C) uniformement bornee sur C, 
alors f est constante sur C. 

Preuve. Soit M > tel que \ f(z)\ < M pour tout z E C. Soit a, b E C, on choisit 
R > 2max{\a\, \b\}, ce qui entraine, pour z E 7o,_r, \z — a\ > R/2 et \z — b\ > R/2. On a 

fib) - f(a) = / f(z) (— L-) dz = -1- / f(z) a ~ b dz 

2m K, R \z-a z-bj 2tTi J 10tR (z-a)(z-b) 
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d'ou 



1/(6) -/(«)!< 



M\a-b\ 



2ttR — > lorsque R — > +oo 



Done /(a) = /(&). 



□ 



1.3 Fonctions meromorphes 

Nous allons maintenant considerer des fonctions / holomorphes dans un disque D(a,R) 
mais pas en a, e'est-a-dire holomorphes dans la couronne C(a, 0, R). Au point a, on a une 
singularite (ce qui revient a dire que / n'est pas holomorphe en a) et l'idee est d'etudier / 
au voisinage de a de fagon a preciser la nature de la singularite. On commence par enoncer 
le theoreme de Laurent, qui dit que meme si on ne peut pas esperer, de fagon generate, 
developper / en serie entiere dans C(a, 0, R), on a tout de meme un developpement de la 
forme 

+oo 

f(z)= c n (z-a) n . 

n=—oo 

Ce theoreme est en fait plus general et permet d'obtenir de tels developpements dans des 
couronnes C(a, r, R). 

Theoreme 1.10 (Theoreme de Laurent). Soit < r < R < +oo, a E C et f E 
H (C(a,r, R)) . Alors il existe des coefficients {c n } nG z uniques tels que dans la couronne 
C(a,r,R), f s'ecrive sous la forme 

+oo 

/(*)= c n {z-a) n . 

n=— oo 

Les c n sont donnes par 

pour r < p < R quelconque. 

Preuve. Soit z E C(a, r, R), on considere p et 5 tels que r < 5 < \z — a\ < p < R. En 
utilisant le theoreme de Cauchy, on se convainc facilement sur un dessin du fait que 




On ecrit alors : 
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et on conclut comme pour la preuve du theoreme 1.6 que 

u la, p ° la,p = V / n=0 

avec les coefficients c n donnes par (1.4). On fait de meme pour l'autre integrale : 

™ d C = ±- [ „ m d C 



2m J^,s(- z 2m K, s -(C-o) + Z 

i /(C) 



la.S z — a 




dC 



/(C)(C-a) p dC 

7a, 6 



z - a)P+ l 

[ —^l—d()(z-a) n , 

ou on a fait le changement d'indice de sommation n = — p — 1. On a a peu pres la 
bonne formule, sauf qu'on a deux cercles differents pour les integrates definissant les 
coefficients c n avec n e N et n < et leurs rayons ont ete choisis au prealable en fonction 
du point z. Nous allons montrer l'unicite des coefficients de la serie de Laurent ce qui 
montrera en meme temps l'independance de leur expression par rapport au rayon du cercle 
d'integration et completera ainsi egalement la preuve de l'existence. On suppose que / 
admet dans C(a,r,R) une expansion en serie de Laurent 

f( z ) = J2c n (z-a) n , 
alors, pour r < p < R quelconque, on a 

2tn J la p (z - a)*+i J, a , P (* ~ ^ 



+ 2 ™L 



2m L (z - a) k+1 ^ 

^ la,p V / 



C- n {z — a) n dz . 

n>l 



Les deux series convergent dans la couronne C(a, r, R) et done, par les proprietes generates 
des series entieres, elles convergent uniformement sur tout compact de C(a,r,R), ce qui 
nous permet d'intervertir les signes somme et integrale pour obtenir 

J_ / f{z l^ dz = Yc n —I (z-a)™dz 

> c_ n — / (z - a)-"- fc -M^ 



n>l "'Ta.p 

= c ra — / (z — a) n_fe_1 d,2: = Cfc voir exercice 1.5. 
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On a done montre l'unicite des coefficients de la serie de Laurent et on remarque en meme 
temps que leur expression est independante du rayon du cercle d'integration. Ceci clot la 
preuve du theoreme de Laurent. □ 
Le theoreme de Laurent va nous permettre de classifier les singularites isolees. 

Definition 1.7. Soit Q un ouvert de C et f une fonction de Q dans C. 

1. On dit que a E Vt est une singularite de f si f n'est pas holomorphe en a, i.e. s'il 
n'existe pas de voisinage ouvert de a dans lequel f soit holomorphe. 

2. On dit que a £ Q est une singularite isolee de f si e'est une singularite de f et s'il 
existe p > tel que f soit holomorphe dans C(a,0,p). 

Definition 1.8 (Classification des singularites isolees). Soit a G C, /) > ei / 6 
H(C(a, 0,p)). On considere le developpement en serie de Laurent de f dans la couronne 
C(a,0,p) 

f(z) = Cn(z ~ a) n . 

On dit que : 

1. f admet en a une singularite fictive ou eliminable si c n = pour tout n < ; cela 
signifie que f se prolonge par continuity en a, la limite de f en a etant Cq, et si on 
pose /(a) = Co, on a en fait prolonge f en une fonction holomorphe dans D(a,p) 
(e'est evident par les proprietes generales des series entieres) ; 

2. f admet en a un pole d'ordre m G N* si c n — pour n < — m et c_ m 7^ ; 
cela equivaut a dire que (z — a) m f(z) se prolonge en une fonction holomorphe dans 
D(a, p) en lui donnant en a la valeur c_ m , mais que (z — a) m ^ 1 f(z) n'a pas une 
limite finie en a ; 

3. f admet en a une singularite essentielle s'il n' existe pas d'entier m G N* tel que 
c n = pour n < — m ; cela signifie que quel que soit m eN, (z — a) m f(z) n'est pas 
prolongeable par continuite en a. 

On definit egalement la notion d'ordre d'un zero d'une fonction holomorphe. 

Definition 1.9. Soit Q un ouvert de C, f € H(f2) 7 a E Q. On dira que f admet en a un 
zero d'ordre m eN* si 

f( k \a) = pour < k < m- let f [m \a) ^0. 

Si on considere le developpement en serie entiere de f au voisinage de a 

+00 

f(z) = J2cn(a)(z-a)\ 

n=0 

alors a est un zero d'ordre m pour f si et seulement si 

c (a) = ... = c m _i(a) = et c m (a) ^ . 
On parle aussi de zero simple ( ordre 1 ), double ( ordre 2 ), etc. . . 
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On peut caracteriser simplement l'ordre d'un zero ou d'une singularite isolee. Le 
theoreme suivant est une consequence immediate du theoreme 1.6 pour la premiere partie 
et du theoreme de Laurent pour les deux parties suivantes. 

Theoreme 1.11. Soit a G C et p > 0. 

1. On suppose que f G H(D(a, p)) , alors f admet en a un zero d'ordre m G N* si et 
seulement si il existe c G C, c ^ tel que 

r m 

urn r = C . 

z^a [z — a) m 

A noter que cette constante c est alors necessairement le coefficient c m du develop- 
pement en serie entiere de f dans D(a,p). 

2. On suppose que f G H(C(a, 0, p)), alors f admet en a un pole d'ordre m G N* si et 
seulement si il existe ceC, c^O, tel que 

lim{z-a) m f{z) = c. 

A noter que c est alors necessairement le coefficient c__ m du developpement en serie 
de Laurent de f dans C(a,0,p). 

3. On suppose que f G H(C(a, 0,p)), alors f admet en a une singularite eliminable si 
et seulement si il existe c G C tel que 

lim f(z) = c . 

A noter que c est alors necessairement le coefficient c du developpement en serie 
de Laurent de f dans C(a,0,p) qui est en fait un developpement en serie entiere 
dans D(a, p). 

Corollaire 1.4. On considere deux fonctions f et g holomorphes dans une couronne de 
la forme C(a, 0, p), p > 0. 

1. La fonction f a un pole d'ordre m G N* en a si et seulement si 1/ / a un zero d'ordre 
m en a. 

2. On suppose que f a un pole d'ordre m G N* en a. Alors, fg admet en a 

(i) un pole d'ordre m + k si g admet en a un pole d'ordre k, 

(ii) un pole d'ordre m si g(a) ^ ; 

(Hi) un pole d'ordre m — k si g admet en a un zero d'ordre k < m, 

(iv) une singularite eliminable si g admet en a un zero d'ordre k > m, en par- 
ticulier, si k > m, fg admet en a un zero d'ordre k — m. 
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Definition 1.10 (Fonction meromorphe) . Soit Q un ouvert de C et f une application de 
fl dans C. Si f est holomorphe dans Q sauf en des points isoles oil elle admet des poles 
et pas de singularite essentielle, on dit que f est meromorphe dans Q. 

Pour de telles fonctions, on definit une notion attachee a chaque pole et qui va reveler 
son importance dans le theoreme suivant : celle de residu. 

Definition 1.11. Soit a e C et une fonction f holomorphe dans C(a,0,r) pour r > 
donne. On considere le developpement de f en serie de Laurent dans C(a,0,r) 



On appelle residu de f en a, et on note Res(/, a), le coefficient c_i de (z — a) 1 dans le 
developpement precedent. 

A l'aide de la formule de Cauchy et de l'exercice 1.5, on se convainc facilement du 
theoreme suivant, qui est l'un des theoremes les plus importants de l'analyse complexe : 

Theoreme 1.12 (Theoreme des residus). Soit Q un ouvert simplement connexe de C, f 
une fonction meromorphe dans Q, ay ant un nombre fini de poles a\, a^. On considere 
un chemin 7 ferme, oriente, C 1 par morceaux, entierement contenu dans Q et ne passant 
par aucun des a h I = 1, k. Alors, 



Corollaire 1.5. Le theoreme des residus est vrai sans supposer que f admet un nombre 
fini de poles dans Q. 

Le calcul des residus d'une fonction meromorphe en ses poles est done la seule chose 
dont on ait besoin pour calculer les integrales de telles fonctions sur des parcours fermes. 
Le calcul d'une serie de Laurent est parfois difficile. Cependant, un peu de reflexion 
permet de trouver des fagons simples de calculer ces residus. 

Remarque 1.5. Soit a G C et f une fonction holomorphe dans C(a,0,r) pour r > 
donne. 

1. Si f admet en a une singularite eliminable, alors f se prolonge en une fonction 
holomorphe dans D(a,r) et se developpe done en serie entiere dans D(a,r) ; tous 
les coefficients c n , n < 0, de la serie de Laurent de f dans C(a,0,r) sont nuls, le 
residu de f en a est nul. 

2. Si f admet en a un pole d'ordre k > 0, le developpement en serie de Laurent de f 
dans C(a,0,r) s 'ecrit 




f(z) = Cn ( z ~ a ) 



n=—k 
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la fonction g(z) — (z — a) k f(z) se prolonge en une fonction holomorphe dans 
D(a,r), dont le developpement en serie entiere dans D(a,r) (par unicite de ce 
developpement) est donne par 

+00 

g( z ) = ^2c n _ k (z - a) n . 

n=0 

Le coefficient c_i est done le coefficient de (z — a) 1 *' 1 dans ce developpement, et on 
a done 

1 d h ~ 1 g 1 d k ~ l 

R ^ 8(/ ' a) = Jk^)\d^ {a) = }^ (k-l)\dz^ - a)kf{ ^ ■ 

A noter que dans le cas k = 1, la fonction f s'ecrit sous la forme f(z) = g(z)/h(z) 
oil g et h sont holomorphes dans D(a,r), h admet en a un zero d'ordre 1 et g ne 
s'annule pas en a, et le residu de f en a s'ecrit done 

Res(/,a) ^ 



h'(a) ' 

1.4 Calculs d'integrales par la methode des residus 

Un premier type d'integrales se calcule tres simplement a l'aide du theoreme des residus : 
Premier type Soit i?(sin t, cos t) une fraction rationnelle sans singularity, pour calculer 

R(smt, cost)dt , 



Jo 



'0 

on pose 

e it _|_ e -u 1 / 1 
z = e lt , dz = ie lt dt = izdt , cos t = = - I z + - 

e u -e- u 1 / 1 

sin z = = — z 

2i 2i\ z 

on note alors 

Par hypothese sur R, f n'a pas de singularity sur le cercle unite. De plus, e'est une 
fraction rationnelle en z, elle est done meromorphe dans C. On a done 

/ R(sint, cost)dt = / f(z)dz = 2iix ^ Res(/, z). 

^° "V 1 ^poledc/, |z|<l 



26 



CHAPITRE 1. BASES D' ANALYSE COMPLEXE 



Trois lemmes de Jordan sont utiles pour calculer deux autres types d'integrales selon 
la methode des residus. Commengons par les enoncer et les demontrer. 

Notations. Soit z E C, R > et < 9i < 9 2 < 2n. Pour r > 0, on considere 
lzo,r,di,02 l' arc de cercle de centre z , de rayon r et d'arguments compris entre 9\ et 9 2 , 
parametre par 

7z ,r,ei,fl 2 (^) = z o + re td , 9 variant de 9 1 a 9 2 . 
On considere aussi les domaines 

S = {z G C; < |*| < R, 9 X < axgz < 9 2 } , 
S' = {z G C; \z\ > R , 9\ < arg z < 9 2 } . 

Lemme 1.2. Soit f une fonction definie et continue sur S telle que 

lim (z - z )f(z) = a , 

dors 



z^z 



lim 

r->0 



f{z)dz = i{9 2 -9 1 )a. 



T z 0' r " e l > 9 2 



Preuve. 



/ f(z)dz-i(9 2 -9 1 )a 



fd'2 fd'2 

= i / f(z + re ld )re i9 d9-i / ad9 

= * / {f(z + re id )(z-z )-a)d9. 
Jei 



Soit e > 0. Par hypothese, il existe i] > tel que, pour \z — zo| < 77, on ait 

\f(z)(z -zo)-a\<e. 

II suit que pour < r < 77 



/(2)cb - i(0 2 - 0i)a 



< (0 2 -0i)e- 



D'ou le resultat. 

Lemme 1.3. / une fonction definie et continue sur S' telle que 



lim zf(z) = (3, 

\z\^+oo 



alors 



lim 



f{z)dz = i(6 2 -0 1 )p. 



□ 



T z 0> r > e l > 9 2 
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Preuve. On remarque que, pour z ^ 0, 

(*-«>)/(*)= (l - zf(z) 

et done 

lim (z - z )f(z) = (3. 

|z|— >+oo 

Le reste de la demonstration est analogue a celle du lemme 1.2. □ 

Corollaire 1.6. Une consequence immediate du lemme 1.3 est le resultat demontre a 
Vexercice 1.23. Soit P et Q deux polynomes en z, avec d°Q > d°P + 2, alors 

iim / ^t4^= o - 

Le troisieme lemme est plus subtil, il fait l'objet de l'exercice 1.24. 

Lemme 1.4. Soit f definie et continue sur C(0, R, +oo) fl {Imz > 0} pour R > donne. 
On suppose que f(z) ^0 lorsque \z\ — > +oo. Alors, 



lim / /(z)e i2 dz = . 



r— »+oo , . 

C'est une consequence de l'inegalite de Jordan : 

Lemme 1.5 (Inegalite de Jordan). Si < 9 < n/2, alors 

2 sinfl 

- < < 1. 

7T - e ~ 

Preuve. La demonstration est directe. On considere la fonction 

g(0) = sin9- -6. 

Sa derivee 

g'(0) = cos e-- 
n 

est positive pour < 9 < arccos(2/7r) et negative pour arccos(2/7r) < 9 < ir/2. De plus 
g s'annule en et tt/2, il suit que g > sur [0, 7r/2]. L'autre inegalite est bien connue et 
se demontre de fagon analogue. □ 
Preuve du lemme 1.4. On commence par parametrer l'integrale : 

z = re %e = r cos 9 + i sin 9 

oil 9 varie de a n ; 



/ 

J 70,r,0,- 



P7V 

f(z)e iz dz= / f(re t6 )e trcose - rsme ire ie d9. 
Jo 
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On peut estimer son module de la fagon suivante : 



/ 

J 70,r,0,- 



f(z)e tz dz 



< I \f(re ie )e ircose e- rsme ire ie \d6 
'o 



\f(re w )\e- rsin9 rd6 



< ( sup |/(*)| r / e~ rsmy d6. 

\z\=r, lmz>0 / JO 



D'une part, par hypothese, 



sup \f(z)\ 

\z\=r , lmz>0 



lorsque r — > +oo . 



D'autre part, on peut decouper la derniere integrate en deux pour utiliser l'inegalite de 
Jordan 

p7r/2 pit 

9 d9 + r / e- rsind d6, 

Jn/2 



pn pi 

r / e - rsine d9 = r 
Jo Jo 



en effectuant le changement de variables u = tt — 0, on obtient 

r-Tr/2 



P7V M 

/ e - rsine d# = r 

Jn/2 Jo 



r i e 

T/2 

et enfin, en utilisant l'inegalite de Jordan, 

r / e - rshie d9 <r e -^ 6 d9 = r 
Jo Jo 



e~ rsmu du 



7T _2r 

— e * 
2r 



V2 = ^(l-e-)<- 
o 2 K > ~ 2 



D'ou le lemme. 

On utilise ces lemmes pour calculer les deux types d'integrales suivants. 



□ 



Deuxieme type On considere P et Q deux polynomes en z avec d°Q > d°P + 2 et Q 
n'ayant pas de zero sur l'axe reel, alors 



^drr = 2m Res ( — ,z 

zzerodeQ , lmz>0 



Q(x) 



Q' 



= -2in 



Res(-,z). 



zzerodeQ, lmz<0 



Le chemin utilise pour obtenir ce resultat est l'intervalle [-R, R] parcouru de gauche 
a droite, suivi de 7o,_r,o,7t (pour la deuxieme egalite, on replace 7o,_r,o,7t par lo,R,n,2n 
parcouru en sens indirect), pour R tendant vers +oo. 



1.5. NOTIONS INTUITIVES SUR LES MULTI-FONCTIONS 
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Troisieme type, premier cas On considere / une fonction holomorphe dans le demi-plan 
{Imz > 0}, sauf en un nombre fini de points ou elle admet des poles. Si / n'a pas 
de point singulier sur l'axe reel et si / est integrable sur R, ou si l'integrale impropre 
de — oo a +oo de f(x)e lx converge, alors 



Le chemin utilise est le meme que pour le deuxieme type. 

Troisieme type, deuxieme cas Si / admet des poles simples sur l'axe reel, on modifie le 
chemin de fagon a contourner les poles et on utilise le premier lemme de Jordan. 
A noter que l'integrale sur R de f(x)e lx n'a plus de sens et on definit par cette 
construction un objet different, de type valeur principale. 

1.5 Notions intuitives sur les multi-fonctions 

Nous avons vu qu'il existe deux types de singularites isolees pour une fonction : les poles 
et les singularites essentielles. Certaines fonctions ont une structure plus compliquee 
et presentent des singularites appelees points de branchement. Ce sont des fonctions 
multivaluees, ayant plusieurs determinations possibles, et un point de branchement est 
un point ou differentes determinations se rejoignent. Un exemple naturel d'une telle 
structure apparait avec la fonction argument. 

1.5.1 L' argument 

On a vu que pour z G C, l'argument de z est defini seulement modulo 2n. Lorsqu'on veut 
utiliser la fonction argument, on doit done choisir une determination de cette fonction, 
par exemple en disant que e'est l'angle oriente forme par l'axe Ox et le segment Oz, dont 
la valeur est dans [0, 2n[. Ce type de determination a un sens pour z ^ dans C, plus 
precisement, pour tout z 6 C, zo / 0, on peut trouver un voisinage de zo dans lequel il 
existe une determination continue de l'argument. Donnons des exemples simples de cette 
situation : 

• zo R, on peut prendre un disque de centre zo et de rayon R < |Imzo|, alors la 
determination ci-dessus est continue sur ce disque. 

• Zq G 1R + *, on prend un disque de centre Zo et de rayon R < zq, alors si on definit 
l'argument dans ce disque comme l'angle oriente forme par l'axe Ox et le segment 
Oz, dont la valeur est dans ] — pi/2, vr/2[, cette determination est continue sur le 
disque. 

Theoreme 1.13. On ne peut pas trouver une determination de l'argument qui soit con- 
tinue sur une voisinage de 0. 
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Preuve. Soit V un voisinage de dans C, il existe r > assez petit tel que le cercle 7 r 
soit contenu dans V. Soit / une determination de l'argument sur V, on a /(7r(0)) = 6q et 
necessairement pour tout 9 e]0,27r[, f{^ r {&)) — @o + 9 et lorsque 9 — > 2n, par continuity 
de /, il suit que /(7 r (0)) = 9 + 27r, ce qui est absurde. □ 
Le point est un point de branchement pour l'argument. Si on veut effectuer une 
representation complete de la fonction argument, son graphe aura la forme d'une helice 
infinie tournant autour de l'axe a la verticale de 0. II s'agit du graphe d'une fonction 
ayant en chaque point une infinite de valeurs (et en l'ensemble des valeurs est non 
d(enombrable). On parle de multifonction. Le theoreme precedent exprime en quoi un 
point de branchement est une singularity pour une multifonction. 

1.5.2 Le logarithme 

II est defini comme d'habitude comme la fonction reciproque de l'exponentielle (on peut 
aussi le definir comme la primitive de 1/z). Pour z = x + iy, on voit que 

e z = e x e iy , 

ainsi, \e z \ = e x = e Rez et arg (e z ) = y = lm(z). Le logarithme est done naturellement 
defini de la fagon suivante : 

log z = log \z\ + i arg z . 

Le logarithme est done naturellement une multifonction puisqu'il fait intervenir la fonction 
argument. 

1.5.3 La racine carree 

Pour z = re ld , on a z 2 = r 2 e 210 , la racine carree d'un nombre complexe a done deux 
determinations naturelles 

yfl = y/\z~\e i31 ^' 2 et = -v^e iarg(z)/2 . 

On voit qu'aucune de ces deux determinations ne peut etre continue autour de 0, en effet, 
prenons par exemple la premiere, 

et pour 9 g]0,2tt[ 

d'ou, lorsque 9 — > 2ir, on trouve 

On peut faire la meme chose avec l'autre determination. Le point est un point de 
branchement pour la multifonction ^J~. Cette multifonction est plus simple que le loga- 
rithme ou l'argument dans la mesure ou elle n'a que deux determinations (deux branches). 
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1.6 Exercices 

Exercice 1.1. Resoudre dans C V equation cosz = 2. 

Exercice 1.2. On considere la fonction f : z i — > \z\. Montrer que f n'est complexe 
differentiable en aucun point de C. 

Exercice 1.3. Montrer que les fonctions suivantes sont holomorphes sur C et calculer 
leur derivee : 

f(z) = z 11 n E N , g(z) = e z . 
Exercice 1.4. Ou les fonctions suivantes sont-elles holomorphes : 



z(z-l) 

Exercice 1.5. Calculer pour tout n e Z r > Vintegrale : 

j z n dz . 

Exercice 1.6. Soit Q un ouvert connexe de C e£ / nne fonction holomorphe sur Q a 
valeurs reelles. Montrer qu'alors f est constante sur Q. En est-il de meme pour Q ouvert 
quelconque de C? 

Exercice 1.7. Soit Q un ouvert connexe de C, on suppose I'une des trois proprietes 
suivantes : 

1. Re f est constante sur Q ; 

2. Im / est constante sur Q ; 

3. est constante sur Q ; 

montrer que dans chaque cas, f est necessairement constante sur Q. 

Exercice 1.8. Soit Q un ouvert de C et 7 : [a, b] — > Q un chemin C 1 . Montrer que pour 
toute fonction f holomorphe dans fl, on a 



f(z)dz = /( 7 (6)) - /(7(a)) . 



Le resultat se generalise-t-il au cas d'un chemin C 1 par morceaux? 
Exercice 1.9. Evaluer f^f(z)dz dans les cas suivants : 

1. /(z) = |z| 4 , 7 = [-l + i,l + i], 

2. f(z) = z 2 ,-y est la partie de 7 0;1 comprise dans le demi-plan x > 0, 
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3. f( z ) = Rez, 7(t) = t + it 2 , t £ [0, 1], 

4- f(z) = e z , 7 est forme des trois segments [0, 1], [1, 1 + + 
Exercice 1.10. Evaluer 



I 



1 + z 2 



rdz 



lorsque 7 est : 71,1, 7^1, 7^1, 70,2, 73i,7r- 
Exercice 1.11. Soit a > 0, b > 0. 

1. Definir un chemin 7 doni Vimage est V ellipse 

(Rez) 2 (Imz) 2 



parcourue dans le sens direct. 
2. Donner sans calcul la valeur de 



+ 



b 2 



= 1 



dz 

z 



3. Montrer en utilisant la question precedente que 



I 



2tt 



o a 2 cos 2 1 + b 2 sin 2 1^ ab 



Exercice 1.12. On considere le chemin ferme 7 constitue de la courbe Imz = (Rez) 2 
parcourue de Re z = — 2 d Re z = 2 puis puis refermee par un segment du cercle (Re z) 2 + 
((Imz) — 2) 2 = 4. Representer le chemin 7 puis calculer 

Re zdz . 



Exercice 1.13. Montrer que la serie entiere 

n>0 

a pour rayon de convergence R = 1 et que sa somme vaut 1/(1 — z) dans D(0,1). 

Exercice 1.14. On considere la serie entiere ^2n=o anZn - Soit R son rayon de conver- 
gence. Montrer que si la limite 

Q>n+1 



lim 

n— »+oo 



existe, alors 



R 



lim 



n— »+oo 



O-n + l 

«11 
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Exercice 1.15. Calculer le rayon de convergence des series suivantes : 

r ra _ 

n>0 n>0 ' n>l n>0 ra>l 

Exercice 1.16. Developper en serie entiere au voisinage de les fonctions suivantes en 
precisant le rayon de convergence : 

0) /(*) = «„, I , 1 , ^C, (ii)/(*) = ' 



6^ 2 - 5z + 1 ' ' l + z + z 2 ' 

(iii) /(*) = e zcha ch (zsha) . 



Exercice 1.17. Developper 



l-z 



en serie entiere au voisinage de i. Quel est le rayon de convergence de la serie? Aurait-on 
pu prevoir ce resultat? 

Exercice 1.18. Peut-on trouver une fonction f holomorphe dans D(0, 1), non identique- 
ment nulle, telle que pour tout n G N on ait : 

• f(l/n) = ? • f(l/n) = (-1)" ? • f(l/n) = n/(n + 1) ? 

Exercice 1.19. Soit n e N*. On considere n points distincts pk, k = 1,2, ...,n, sur le 
cercle unite dans IR 2 . Montrer qu'il existe un point p sur le cercle unite tel que le produit 
des distances de p a chaque point p k soit superieur ou egal a 1. 

Exercice 1.20. On considere la fonction 

f(z) = sin 

Dans quel domaine est-elle holomorphe? Quelle est la nature de la singularite en z = 0? 
Exercice 1.21. On considere la fonction 

f(z) = sin - + 



z (z-i)(z + 2i)' 

1. Quelles sont les singularites de f et leurs natures? 

2. f est-elle meromorphe sur C? 

3. Developper f en serie de Laurent dans les couronnes C(0,0, 1), C(0, 1,2). 
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Exercice 1.22. Evaluer les integrales suivantes lorsque 7 = 70,2 ■' 

• / z~ m cos zdz, neN • z n {l - z) m dz , neZ, m G N . 

J 'y J ■y 



'7 J l 

Exercice 1.23. Calculer les integrales suivantes : 



dQ 



r n de t r 

Jo 2 + sin# ' Vo (2 + cos^) 2 ' 

Exercice 1.24. On considere P et Q deux polynomes avec d°P < d°Q — 2. On suppose 
de plus que Q n'a pas de zero sur I'axe reel. Pour r > 0, on note T r la partie contenue 
dans le demi-plan Imz > du cercle de centre et de rayon r parcourue dans le sens 
positif. Calculer 



lim / ^) [ dz , 

' J 7n 

en deduire une expression de la valeur de 



^dz 

Q(z) 

Exercice 1.25. Demontrer le resultat suivant (inegalite de Jordan) : si < 6 < n/2, 
alors 

2 sin 9 

- < < I. 

it ~ 9 ~ 

En deduire le lemme de Jordan suivant : soit f : C — > C, on suppose que f est 
continue sur C(0, R, +00) fl {Imz > 0} pour R > donne et que f(z) — > lorsque 
\z\ — > +00. Alors, 



lim / f(z)e lz dz = 0. 



r— >+oo 

Exercice 1.26. Calculer les integrales : 

f +co dx f cosx f +co x 2 - 1 sin a; 

9 J 1 + x 4 ' * J R 1 + X + x 2 X ' * J X 2 + l X 



dx 



Exercice 1.27. Calculer les integrales suivantes : 

r2w cos 9 sin e 



e M d9 , 



2 - e 

'.X 

dx , 



" + °° xe ix 



f 

J —00 



L 



(x 2 + 1) 

+00 



xsmx 

dx . 



(x 2 + 1) 
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Exercice 1.28. Calculer Vintegrale suivante 

f+OO 



f 

J — c 



xe 

c 



{x 2 + l) 2 
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Chapitre 2 



Theorie spectrale des operateurs 
bornes 



Dans tout le chapitre, H sera un espace de Hilbert sur C, sauf lorsqu'on precisera qu'il 
s'agit d'un espace de Hilbert sur R. On notera (., .) et |.| le produit scalaire sur H et la 
norme associee. L'identite de H sera notee /, de meme que l'application identite sur tout 
espace considere. 

2.1 Definitions et proprietes, rappels 

Definition 2.1. On appelle operateur borne sur H une application lineaire A de H dans 
H telle que 



On note C{H) V ensemble des operateurs bornes sur H . Sur C(H), on definit la norme 



Remarque 2.1. Pour tout A G C(H) et x G H, par definition de la norme de A, on a 



Remarque 2.2. L' ensemble C{H) muni de la norme definie ci-dessus est un espace de 
Banach. De plus, les proprietes suivantes sont equivalentes : 

(i) A est un operateur borne sur H ; 

(ii) A est une application lineaire continue de H dans lui-meme. 

La norme des operateurs bornes est une norme d'algebre, c'est-a-dire : 
Proposition 2.1. Soit A,Be C(H), on a 




< +oo . 




sup \\Ax\\ . 

xeH, ||:r||=i 



||Ar||< HAHHs 



\\AB\\ < \\A\\\\B 
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Sur l'espace C(H), on dispose de trois types de convergence : 
Definition 2.2. On considere une suite {Ai}neN dans C(H) et A G C{H). On dit que : 

1. A n converge vers A en norme si \\A n — A\\ ^ lorsque n — > oo ; 

2. A n converge fortement vers A si pour tout x G H , on a A n x — » Ax lorsque n — > oo ; 

5. A„ converge faiblement vers A si pour tous x,y G H, on a (A n x, y) — > (Ax, y) 
lorsque n — > oo. 

Proposition 2.2. Les implications suivantes sont evidentes : A n converge vers A en 
norme =^> A n converge fortement vers A A n converge faiblement vers A. Si 

dimH < +oo ; on a equivalence, sinon, les reciproques sont fausses. 

2.2 Adjoint d'un operateur, operateurs auto-adjoints 

Theoreme 2.1. Soit A G C(H), il existe un unique operateur A* G C(H) tel que, pour 
tous x,y G H , on ait 

(Ax,y) = (x,A*y). 

De plus A* verifie \\A*\\ = \\A\\. 

Preuve. Soit y donne dans H, l'application 

x i — > (Ax,y) 

est une forme lineaire continue sur H. Par le theoreme de Riesz, il suit qu'il existe un 
unique z G H tel que, pour tout x G H, on ait (Ax,y) = (x,z). On note z = A*y. A* 
est bien defini, et ce de maniere unique, en tant qu'application de H dans H car pour y 
donne, on definit z, l'image de y par A*, de fagon unique. 

Montrons que A* est lineaire : soit y, y' G H, pour x G H quelconque, 

(Ax,y + y') = (Ax,y) + (Ax,y') 

et 

(Ax,y + y') = (x,A*(y + y')), 

(Ax,y) = (x,A*y), 

(Ax,y') = (x,A*y'). 

D'ou, pour tout x G H, 

(x,A*(y + y')) = (x,A*y) + (x,A*y') 

ce qui equivaut a A*(y + y') = A*y + A*y'. On peut faire de meme pour montrer que 
A*(\y) = \A*y. 



2.2. ADJOINT D'UN OPERATEUR, OPERATEURS AUTO-ADJOINTS 
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Montrons maintenant que A* est borne et a meme norme que A. Dans un premier 
temps, 

\\A*xf = (A*x, A*x) = (AA*x, x) < \\A\\ \\A*x\\ \\x\\ 

d'ou 

\\A*x\\<\\A\\\\x\\. 

il suit que A* e C(H) et 

11^*11 = ^p 1^<||A||. 
xGH , x^O |F|| 

On procede de la meme fagon pour l'autre inegalite : 

\\Ax\\ 2 = (Ax, Ax) = (x,A*Ax) < \\A*\\\\Ax\\\\x\\ 

d'ou, 

\\Ax\\ < \\A*\\\\x\\ 

et done ||A|| < ||A*||. □ 
Definition 2.3. L'operateur A* est appele Voperateur adjoint de A. 
Proposition 2.3. L'application A i— > A* a les proprietes suivantes : 

1. e'est une isometrie anti-lineaire de jC(H) ; 

2. (AB)* = B*A* ; 

3. (A*)* = A ; 

4- si A^ 1 existe dans C(H), alors (A*)^ 1 existe egalement dans C(H) et de plus 
(A*)- 1 = (A- 1 )*. 

Preuve. 

1. On a \\A*\\ = \\A\\. De plus, 

((A + B)x,y) = (x,(A + B)*y) 

= (Ax, y) + (Bx, y) = (x, A*y) + (x, B*y) = (x, (A* + B*)y) 

d'ou (A + B)* =A* + B*, et 

(XAx, y) = X(x,A*y) = (x,XA*y) 

ce qui montre que (\A)* = \A*. 

2. Pour tous x,y G H, on a 

(ABx,y) = (Bx,A*y) = (x, B*A*y) . 
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3. Pour tous x,y E H, 



(A*x, y) = (y, A*x) = (Ay, x) = (x, Ay) . 



4. On suppose que A 1 existe dans C(H), alors, en utilisant le second point et le fait 
que I* = I (verification immediate), 

/ = AA~ X = I* = (A" 1 )* A* 
= A~ 1 A = I* =A*(A~ 1 y 

ce qui montre bien que A* est inversible d'inverse (A^ 1 )*. □ 
Definition 2.4. On dit que A E C(H) est auto-adjoint si A* = A. 
Proposition 2.4. Soit A e C(H), alors : 

A auto-adjoint \/x G H , (Ax, j) el. 
Preuve. Laissee en exercice, utilise l'egalite du parallelogramme. 
Proposition 2.5. Soit A e C{H) un operateur auto-adjoint, alors 

\\A\\= sup \(Ax,x)\. 
xeH, \\ x \\=i 

Preuve. Une premiere inegalite est immediate : 

sup \(Ax,x)\ < \\A\\ . 

xdH , ||x||=l 

Montrons l'inegalite reciproque. On utilise l'egalite du parallelogramme : 

(Ax,y) = ^ ((A(x + y),x + y) - (A(x - y) , x - y)) 

+ -{(A(x + iy),x + iy) - (A(x - iy),x - iy)) . 

La premiere ligne du second membre est reelle et que la seconde est imaginaire pure. On 
en deduit que 

Re(Ax,y) = ^ ((A(x + y), x + y) - (A(x - y), x - y)) 

et si on pose 

K = sup | (Ax, x) | 

x£H, \\x\\ = l 

on a 

|Re (Ax, y)\ < j (\\x + y\\ 2 + \\x - yf) = | {\\x\\ 2 + ||y|| 2 ) (2.1) 



2.3. SPECTRE DES OPERATEURS BORNES 
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car notamment 

\{A(x + y),x + 



\x + y\ 



(A 



x + y \ x + y 



< K\\x + y\ 



x + y\\ J \\x + y 

Si K = 0, on choisit y = Ax, on obtient d'apres (2.1) 

\Re(Ax,y)\ = (Ax, Ax) = \\Ax\\ 2 = 

pour tout x G H, d'ou A = et done \\A\\ =0. Si K > 0, on pose y = j^Ax, l'inegalite 
(2.1) entraine 



1 

K l 



d'ou 

e'est-a-dire, pour i^O, 
et finalement \\A\\ < K. 



II W<*[bf + ^- 2 \\M\ 



\\M\ 2 < K 2 

\\x\\ 2 ~ 



□ 



2.3 Spectre des operateurs bornes 

La notion de spectre a deja ete rencontree a propos des matrices. Etant donne A e 
M. n (C) = C(C n ), le spectre de A est l'ensemble des valeurs propres de A, i.e. l'ensemble 
des A G C tels que det(A7 — A) = 0, ce qui signifie que XI — A n'est pas un isomorphisme 
de C n . On va definir de fagon tout-a-fait analogue le spectre d'un operateur borne sur un 
espace de Hilbert, mais en dimension infinie on va voir qu'on peut distinguer plusieurs 
types d'elements du spectre et que les valeurs propres ne sont pas les seuls types de valeurs 
spectrales. 

Definition 2.5 (Ensemble resolvant, resolvante). Soit A G C(H), on dit que A G C 

appartient a V ensemble resolvant de A si XI — A est un isomorphisme de H , ce qui 
equivaut a dire que XI — A est une bijection de H dans H et que (XI — A) 1 G C(H). 
L'ensemble resolvant de A est note p(A). U operateur (XI — A)" 1 est appele la resolvante 
de A en X et note R\(A). 

Remarque 2.3. On rappelle le theoreme des isomorphismes de Banach : etant donnes 
deux espaces de Banach E et F et f une application lineaire continue bijective de E dans 
F, alors f^ 1 est continue. 

C'est une consequence directe du theoreme de V application ouverte. Soit f : E — > F 
une application lineaire continue surjective, alors f est ouverte. 

On voit en particulier que X G p(A) si et seulement si XI — A est bijective, la continuite 
de (XI — A) 1 est automatique. 
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Definition 2.6 (Spectre). Soit A G £(H), on appelle spectre de A et on note a (A) le 
complementaire dans C de p(A). Le spectre de A est done V ensemble des A G C tels que 
XI — A n'est pas un isomorphisme de H . Par la remarque ci-dessus, ceci equivaut a definir 
o~(A) comme V ensemble des A G C tels que XI — A n'est pas bijective ; cette propriete peut 
etre realisee de trois fagons differentes, ce qui correspond a trois type de spectres distincts. 

1. Le spectre ponctuel de A, note o~ p (A) est V ensemble des valeurs propres de A, il est 
defini comme suit : X G c p (A) si et seulement si Ker (XI — A) ^ {0} 7 i.e. si et 
seulement si XI — A n'est pas injective. 

2. Le spectre continu de A, cr c (A), est I'ensemble des A G C tels que XI — A est injectif, 
non surjectif, mais son image est dense dans H, i.e. 



3. Le spectre residuel, cr r (A), est I'ensemble des A G C tels que XI — A est injectif, non 
surjectif, mais son image n'est pas dense dans H , i.e. 



Le spectre cr(A) est la reunion disjointe de a p {A), cr c (A) et a r (A). 

On se pose naturellement certaines questions sur le spectre d'un operateur : est-il non 
vide, est-il ouvert ou ferine, est-il borne? La demonstration de certaines de ces proprietes 
utilise 1' analyse complexe sous une forme appelee calcul fonctionnel analytique, que nous 
presentons succintement a la section suivante. 



La theorie des fonctions analytiques a valeurs dans un espace de Banach est analogue 
a celle des fonctions holomorphes, a la difference pres que les fonctions, au lieu d'etre 
a valeurs dans C, prennent leurs valeurs dans un espace de Banach E. Nous citons 
simplement sans demonstration les resultats que nous utiliserons, puis nous les appliquons 
dans le cas particulier ou E — C(H). 

Definition 2.7. Soit E un espace de Banach surC, Q un ouvert de C, on appelle fonction 
analytique dans Q a valeurs dans E une fonction f : Q — > E telle que, pour tout a G Q, il 
existe des coefficients {c n } neN dans E tels que, pour tout z G D(a,R a ) (pour la definition 
de R a , voir theoreme 1.6) on ait 



Ker (XI - A) = {0} , Im(XI - A) ^ H , Im (XI - A) = H . 



Ker (XI - A) = {0} , (Im (XI - A)) ^ {0} . 



2.4 Calcul fonctionnel analytique 




(2.2) 



n=0 



la serie convergeant simplement dans D(a,R a ) et normalement dans D(a,r) pour tout 
r < R a - 



2.4. CALCUL FONCTIONNEL ANALYTIQUE 
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Remarque 2.4. De telles fonctions se comportent exactement comme des fonctions holo- 
morphes. En particulier, elles sont complexe- differentiates, leur derivee au sens complexe 
est continue, elles sont C°° (la derivee de la serie entiere (2.2) a meme rayon de conver- 
gence que la serie (2.2)), les coefficients c n sont uniques. 

Remarque 2.5. On voit que si f est analytique sur Q a valeurs dans E, pour toute forme 
lineaire continue I sur E, la fonction z i— > l(f(z)), definie sur Q a valeurs dans C, est 
holomorphe sur Vt. Ce qui est remarquable est que la reciproque est vraie. 

L'exemple fondamental est le suivant : 

Exemple. Soit {c n } nG N une suite dans E, on pose 



limsup„^ +00 \\c n \\ l l n 

alors 

+oo 

f(z) = Y,z n c n 

n=0 

est une fonction analytique sur D(0,R) a valeurs dans E, de plus, la serie diverge pour 
\z\ > R. 

Dans ce cours, nous considererons des fonctions analytiques a valeurs dans C(H). A 
tout operateur A e C(H) et toute fonction / e H(D(0, R)), R > 0, on peut associer une 
telle fonction : 

Proposition 2.6. Soit A e C{H) et soit la serie entiere 

+oo 

f( Z ) = Y,CnZ n 
n=0 

de rayon de convergence R > 0. La serie 

+oo 

f(zA):=Y,c n z n A n 

n=0 

definit une fonction analytique dans D(0, a valeurs dans C(H). 
Preuve. On a 

\\c n A n \\ 1/n < \\A\\\c n \ l l\ 

consequemment 

1 1 R 

limsup^ +00 \\c n A"\\ 1/n ~ \\A\\ limsu Pn _ ++00 ~ 

et on se retrouve dans le cas de l'exemple fondamental precedent. □ 
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Corollaire 2.1. Soit la serie entiere 



+oo 



/« = E 



n 



n=0 



de rayon de convergence R > et soit A G teZ gite ||A|| < R, alors 



+oo 



/(A) :=]Tc n A 



n 



n=0 



est &zen defini dans C(H). 

On pourra se convaincre des proprieties suivantes qui seront developpees systematique- 
ment dans le cadre du calcul fonctionnel continu. 



(b) si A G <J p (A), alors pour x G H tel que Ax = \x, on a f(A)x = f(\)x, ce qui 
entraine que /(A) G a p (f(A)) ; 

2. I 'application de B C ( H )(0, R) dans C(H) qui a A associe f(A) est continue. 

2.5 Proprietes du spectre des operateurs bornes 

Theoreme 2.2. Soit A G C(H), p(A) est un ouvert de C et A i— > R\(A) est analytique 
de p(A) dans C{H). 

Preuve. Soit A G p(A), on veut montrer qu'il existe r > tel que D(\ ,r) C p{A), 
i.e. R\(A) est bien defini dans C{H) pour |A — A | < r. L'idee est simple et peut se 
comprendre intuitivement tout d'abord. On effectue un calcul formel 



Proprietes. Soit f,ge H(D(0,R)), R>0. On a : 
1. soit A G C(H), \\A\\ < R, 



(a) f.g(A) = f(A)og(A) ; 



1 



1 1 1 



A- A 



X-Xo + Xo-A Xq-AI- |flfA 




et cette serie converge pour |A — A| < || (A — A) 1 \\ 1 = ||i? Ao (A)||" 
On exprime maintenant cette idee de fagon rigoureuse. On pose 



-i 



R X (A) := R Xo (A) E( A ° " (^o(^)) 



n=0 
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a noter que le terme correspondant a n = dans la serie est /. Comme 

\\(X -Xr(R Xo (A)) n \\<\^-M n \\Rx (A)\\\ 

la serie est bien convergente pour |A — A| < ||i?^ (A)|| _1 et est analytique en A sur 
D(Xq, ||-Ra (^4)|| _1 ) a valeurs dans C(H). De plus, 



(X-A)R X (A) = (X-A)(X -A)- 1 



i+Ys( x °- x ) n ( x °- A y 



n=l 



((A-A ) + (Ao-A))(Ao-A)- 1 



+oo 



n=l 



= (A-A ) 



+oo 



(A - A)' 1 + J2( x o ~ x ) n (Ao - A)' 71 ' 1 



n=l 



+oo 



+/ + ^(Ao-Ar(A -A)- n 



n=l 



Par un calcul analogue, on montre que 

R X (A) (\ — A) — I . 

II suit que R\(A) = R\(A) qui est done bien defini dans D(X ,\\Rx (A)\\~ 1 ) en tant 
qu'element de C(H). Ceci entraine que D(Xq, \\R\ (A) C p(A) et done que p(A) est 
ouvert. De plus, R\(A) est analytique dans D(Xq, ||-Ra (^)|| _1 ) a valeurs C{H). Done, 
7?a(^4) est analytique au voisinage de chaque point de p(A) et done dans p(A). □ 
On demontre une propriete supplemental de la resolvante. 

Proposition 2.7. Soit A e C(H), X, p E p{A), on a 

R X (A)R^(A) = R^A)R X (A), 
R X (A) — R^(A) = (p — X)R tl ( y A)R x ( y A) (formule de la resolvante). 

Preuve. Pour A, p E p(A), A^/i, 

i? A (A) - = R x (A)(p - A)R li (A) - (A - A)R x (A)R fl (A) = (p - X)R X (A)R^A) . 



=1 



De plus, en ecrivant 

R\(A) — Rfi(A) = (p-X)R x (A)R^A) 
R,{A)-R X {A) = (X-p)R lx (A)R x (A) 

et en faisant la somme des deux egalites, on obtient 

= (p - A) (R X (A)R^A) - R„(A)R X (A)) 

avec p — X ^ 0. 



□ 
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Theoreme 2.3. Soit A G C{H), alors a(A) ^ 0. 

Preuve. Supposons que a (A) = 0, alors R\(A) est analytique sur C = p(A) a valeurs 
dans C(H). Pour |A| > ||A||, on a 

ce qui entraine 

1 + °° /|U||\ n 1 1 

\\Rx(A) || < — ( -Wr ) = m ~^ lorsque |A| 00 • 

I I n=0 V I I / 111 | A | 

En consequence, pour toute forme lineaire continue / sur C(H), A h- > /(i?A(^4)) est holo- 
morphe sur C et tend vers a l'infini, elle est done bornee sur C ; par le theoreme de 
Liouville, cette fonction est done constante, la constante est necessairement pour assurer 
la limite nulle a l'infini. II suit que pour tout I G (C(H)) , on a l(R\(A)) = 0, e'est-a-dire 
R\(A) = 0, ce qui est absurde. □ 
On va maintenant donner une estimation de la localisation du spectre d'un operateur. 

Definition 2.8. Soit A e C(H), on appelle rayon spectral de A, et on note r{A), la 
quantite 

r{A) := sup{|A| ; A G a (A)} . 
Theoreme 2.4. Soit A G C(H), on a 

r(A) = lim ||A n || 1/n < \\A\\ . (2.3) 

Preuve. Tout d'abord, il est clair que 

\\A n \\ 1/n < \\A\\ 

done si la limite (2.3) existe, elle est inferieure a \\A\\. On va maintenant montrer que 

r(A) = limsup p"|| 1/n (2.4) 

n— >+oo 

puis on montrera que la limite existe. 

Tout d'abord, il est clair que r(A) < \\A\\, en effet, pour |A| > ||A||, on a 

v ' n=0 

est bien definie et est analytique de C(0, ||A||, +oo) dans C{H). De plus, par definition de 
r(A), C(0, r(A), +oo) C p(A). Comme R\(A) est analytique dans p(A), elle est analytique 
dans C(0, r(A), +oo). Elle admet done un unique developpement en serie de Laurent dans 
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cette couronne et par unicite, ce developpement est donne par (2.5). En posant z — 1/A, 
on a 

+oo 

R x (A) = J2z n+1 A n 



n=0 

et le rayon de convergence de cette serie entiere est 

R =V- 1 „ . , n/ > jr-rr, > 0. (2.6) 

limsup n ^ +0O ||A-||Vn - \\ A \\ 

Elle est done en particulier analytique au voisinage de 0, de plus on sait qu'elle est ana- 
lytique dans C(0, 0, r(A)' 1 ). Elle est done analytique dans -D(0, r(A) _1 ), ce qui entraine 
que r(A)^ 1 est inferieur a son rayon de convergence, et done 

r(A) > limsupp n || 1/n . 

Montrons l'inegalite reciproque. La serie ^z n A n converge dans C(H) pour \z\ < R. De 
plus, on a 

(/ - zA) z " An = (Yl znAn ) ( J - zA ) = I 

d'ou Y. z ' nAn = ( J - zA )~ 1 = z- l R z -i(A). II suit que R\(A) est defini pour |A| > R' 1 , 
d'ou r(A) < it! -1 . On en deduit done (2.4). Reste a voir que la limite sup est une 
limite. Pour cela, on pose b n = ln||A n ||. On a ||A™ +m || < \\A n \\ \\A m \\, ce qui entraine 
b n +m < b n + b m . Soit m e N fixe, pour n > m, on peut ecrire la division euclidienne de n 
par m de la fagon suivante : n = mq + r,0<r<m — 1. Comme b mq < qb m , il suit que 
b n < + &r et en divisant par n, 

b n , g, , &r 
— < -O m H • 

n n n 

Lorsque n — > +oo, g/n — > 1/met 6 r /n — ► du fait que b r ne prend qu'un nombre fini de 
valeurs bo, ...,b m -i et est done bornee. On en deduit que 



lim sup — < lim sup ( 



in 



-b m + — )= lim \-b m + — )= — 



rn 



On peut done ecrire 

inf — < lim inf — < lim sup — < — 

n>0 n rw+oo n n^+oo TL TU 

et comme m est arbitraire, on a 

inf — < lim inf — < lim sup — < inf — . 

n>0 n n-++oo n n^+oo Ti rn>0 m 

II suit que la limite quand n — > +oo de b n /n existe car la limite sup et la limite inf sont 
egales. Et comme b n /n = ln(||A n || 1//n ), le resultat suit. □ 
Lorsque A est un operateur auto-adjoint, le rayon spectral se caracterise plus simp le- 
nient. 
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Corollaire 2.2. Soit A G C(H) auto -adjoint, alors r(A) = \\A\\. 

Preuve. Comme la suite || ^4"- 1| !/"■ converge vers r(A), il nous suffit de montrer qu'une 
de ses sous-suite converge vers \\A\\ pour prouver l'egalite. D'une part 

\\A*A\\ = sup (A*Ax,x) = sup \\Ax\\ 2 = \\A\\ 2 , 

\\x\\=l \\x\\=l 

d'autre part A est auto-adjoint et done ||AM|| = ||A 2 ||. D'ou, pour tout n G N, \\A 2 "\\ = 
\\A\\ 2n . II suit 

= \\A 2n II 2 ™ — > r(A) lorsque n — > +oo . □ 



Dans le cas general d'un operateur A non necessairement autoadjoint, on a des liens 
naturels entre le spectre de A et celui de A*. 

Proposition 2.8. Soit A G C(H), 

1. A G a(A) & A G a(A*), 

2. pour A G on a {R\{A))* = R- X {A*), 

3. A G oy(A) =^ AG cr p (A*), 

| Ae o-p(A) =>■ A G cr p (A*) U <r r (A*), 
5. A G a c (A) A G cr c (A*). 
Preuve. 
1. e£ 5. Pour A G C, 

(A/ - A)* = XI - A* 
ce qui montre les deux premiers points. 

3. On se souvient que pour B G C(H), on a 



if = iferfi © ImB* 

l 

ou © designe une somme directe orthogonale, autrement dit 

(ImB*) 1 - = KerB. 
Dire que A G ay(A) implique que Im(XI — A) n'est pas dense dans H, i.e. 

Ker(XI - A*) = (Im(XI - A)) 1 ^ {0} , 

et done A G a p (A*). 
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4- Soit A G cr p (A), i.e. tel que Ker(XI — A) ^ {0}. On reutilise la meme idee 



H = Ker(XI -A)® Im(XI - A*) , 

d'ou [lm(XI — A*)) 1 7^ {0}, l'image de XI — A* n'est pas dense dans H. Si de plus 
Xl — A* est injective, cela implique A G cr r (A*) et sinon on a A G a p (A*). 

5. Soit A G cr c (A). On utilise les deux proprietes 



H = Ker(XI - A) © Im(XI - A* 



H = Ker(XI — A*) © Im(XI — A) . 

On a Ker(XI - A) = {0}, d'ou Im(XI - A*) est dense dans H. De plus Im(XI - A) 
est dense dans H, d'ou Ker(Xl — A*) = {0}. On a done A G cr p (A*). On peut faire 
le meme raisonnement en sens inverse. □ 

Dans le cas ou A est auto-adjoint, on peut preciser la structure du spectre de A. 

Theoreme 2.5. Soit A G C(H) auto- adjoint, alors 

1. a(A) C R, 

2. a r (A) = 0, 

3. les fonctions propres de A associees a des valeurs propres differentes sont orthogo- 
nales. 

Preuve. 

• On commence par montrer que <7 p (A) C K. Soit A G o- p (A) et x G H, x ^ tel que 
Ax = Xx, alors 

(Ax, x) = X(x,x) = (x, Ax) = X(x,x) 
d'ou (A - A) \\x\\ 2 = et ^ 0, d'ou A G R. 

• On en deduit facilement que o~ r {A) = 0, en effet, soit A G a r (A), alors A G a p (A*) = 
o- p (A) C R. On a done A G R et A G cr p (A), ce qui est absurde car cr r (A) et 0" p (t4) 
sont disjoints. Done cr r (A) = 0. 

• Montrons maintenant que cr c (A) C R. Soit A = ct + avec (3^0. On suppose 
que A G o- c (A). Alors A/ — A est injective et son image est dense mais distincte 
de H. On va montrer qu'en fait Im(XI — A) est fermee dans H, ce qui contredit 
les hypotheses. Pour cela, on commence par montrer une inegalite qu'on utilisera 
ensuite pour conclure. Soit x G H, 

\\(X-A)x\\ 2 = ((a + i(3 - A)x,(a + i(3 - A)x) 

= \\(a- A)x\\ 2 + \\/3x\\ 2 + 2Re{i(3x, {a- A)x) 
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or, 

{i/3x, (a — A)x) = i(/3, (a — A)x) = i(3a\\x\\ 2 — i(3(x, Ax) G iR , 

d'ou 

||(A - A)x\\ 2 =\\(a- A)xf + \\(5x\\ 2 > (3 2 \\x\\ 2 . (2.7) 

Considerons x n une suite de Cauchy dans Im(XI — A), so it x sa limite dans H. Pour 
chaque n, il existe y n G H tel que x n = (XI — A)y n et en utilisant (2.7), on a 

\\x m -x n \\ 2 = ||(A - A)(y rn -y n )\\ 2 > (3 2 \\y m - y n \\ 2 ■ 

II suit que {y n } n est une suite de Cauchy, elle est done convergente, soit y sa limite, 
par continuity de (A — A), il suit x = (A — A)y e 7m(A — A). D'ou le resultat. 
L'hypothese A G C \ K. est done incompatible avec A G <r c (A), i.e. a c (y4) C K. 

Soit G (J P (A), X ^ ix. On considere x,y E H, x ^ 0, y tels que Ax = Ax, 
Ay = //y. Alors, en utilisant que pel, 

(Ax, j/) = (Xx,y) = X(x,y) 

= (x,Ay) = (x,ny) = fi(x,y) 

et comme A ^ il suit (x, y) = 0. □ 



2.6 Exercices 

Exercice 2.1. Demontrer la remarque 2.2 et la proposition 2.1. 

Exercice 2.2. 5c>^ /J espace de Hilbert, F un sous-espace vectoriel ferme et non 
reduit a {0} de H , P = P F la projection orthogonale sur F. Montrer que 

1. P 2 = P 

2. Vx,yeH {Px,y) = {x,Py) 

3. \\P\\ = 1 

4- On caracterisera egalement KerP et ImP et on montrera que H = KerP © ImP . 
Exercice 2.3. Soit P G C{H), montrer que les proprietes suivantes sont equivalentes : 

(i) P est une projection orthogonale, i.e. V image de P est un sous-espace vectoriel 
ferme de H et P est la projection orthogonale sur son image ; 

(ii) P 2 = P etP* = P. 

Exercice 2.4. H un espace de Hilbert, F et G deux sous-espaces vectoriels fermes et non 
reduits a {0} de H, P F et P G les projections respectives sur F et G. 
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1. Montrer que si F et G sont orthogonaux, F + G est ferine. 

2. Montrer que Pp + Pq est une projection si et seulement si F et G sont orthogonaux. 

Exercice 2.5. Soit H un espace de Hilbert, g une forme hermitienne sur H et q la forme 
quadratique associee. Ecrire g(x,y) en utilisant uniquement la forme quadratique q : 

1. lorsque H est un espace de Hilbert sur K. ; 

2. lorsque H est un espace de Hilbert sur C. 

Exercice 2.6. On reprend les formules obtenues a V exercice 2.5. 

1. La formule de la question 2 se generalise-t-elle au cas d'une forme sesqui-lineaire 
quelconque? 

2. La formule de la question 1 se generalise-t-elle au cas d'une forme bilineaire quel- 
conque? 

Exercice 2.7. Soit H un espace de Hilbert, soit f une forme hermitienne continue sur 
H , i.e. il existe une constante C > telle que \f(x,y)\ < C \\x\\ \\y\\. Montrer qu'il existe 
un unique A G C(H) autoadjoint tel que 

f(x,y) = (Ax,y) Vx, y E H . 

Exercice 2.8. Soit H un espace de Hilbert, soit T e C{H) tel que dim(ImT) = 1. 

1. Montrer qu'il existe a et b dans H tels que 

Wx G H Tx = (x, a) b . 

a et b sont-ils uniques? 

2. CalculerT*. 

3. Montrer que Voperateur T : x h- > (x, a)a, pour a G H donne, a ^ 0, est auto-adjoint 
positif. 

Exercice 2.9. Soit H un espace de Hilbert et A G C(H). Montrer que \\A\\ 2 = \\AA*\\. 

Exercice 2.10. Soit H un espace de Hilbert et soit A G C(H) un operateur unitaire, i.e. 
tel que AA* = A* A = 1. Montrer que 

H = Ker(I -A)® Im(I - A) . 

Exercice 2.11. Soit A G £(C n ) telle que A = A* et soit X 1 , ... , X n les valeurs propres 
de A. Le rayon spectral de A est defini par 

r a (A) = sup | A j- 1 . 

j=l,...,n 

Montrer que \\A\\ = r a (A). 
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Exercice 2.12. Soit F un sous-espace vectoriel ferine et non reduit a {0} de H , P la 
projection orthogonale sur F. Calculer le spectre de P. 

Exercice 2.13. Soit H = -f/^QO, 1[) et T V application lineaire definie sur H par 



1. Montrer que T G C(H). 

2. Montrer que G cr(T) mais que n'est pas valeur propre de T. 

3. Montrer que a(T) = {0}. 

Exercice 2.14. Soit A e C{H) un operateur tel que 



1. Montrer que cr p (A) C R + . 

2. Montrer que A est auto-adjoint. 

3. Montrer que a r (A) = 0. 
4- Montrer que cr(A) C R + . 

Exercice 2.15. Soit A e C{H) un operateur tel que 



Montrer que A = 0. Trouver un contre-exemple a cette propriete dans le cas oil H est un 
espace de Hilbert reel. 

Exercice 2.16. Soit A e C(H) un operateur tel que 



SoitiR = {i\; A G R}. 

1. Montrer que cr p (A) C iR, cr p (A*) C iR. 

2. Montrer que A + A* = 0. En deduire que a r (A) = 0. 

3. Montrer que a c (A) C iR. 

Exercice 2.17. Soit U G C{H) un operateur unitaire, c'est-a-dire tel que UU* = U*U = 
I. Soit S 1 = {z G C; \z\ = 1}. 

1. Montrer que a p (U) C 5 1 , ^(C/"*) C S 1 




(Ax, x) > 0, ViG H. 



(Ax,x) = 0, \/x G H. 



(Ax, x) + (x, Ax) — 0, \/x G H . 
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2. Montrer que a r (U) C S 1 

3. Montrer que cr c (U) C S 1 et en deduire que cr(U) C S 1 . 
Exercice 2.18. Soit A e C(H) et soit P(z) un polynome. Posons 

P(a(A)) = {P(\); Xea(A)}. 
Montrer que a(P(A)) = P(a(A)). 
Exercice 2.19. Soit A e C(H) et soit 

N(A) = {(Ax, x); x e H , \\x\\ = 1}. 
Montrer que a (A) C N(A). 
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Chapitre 3 

Theorie spectrale des operateurs 
compacts 

Dans tout le chapitre, sauf mention contraire, H est un espace de Hilbert sur C. On 
suppose de plus que H est de dimension infinie, sinon tout operateur est compact et la 
notion n'a plus d'interet. 

3.1 Operateurs compacts, definition, proprietes 

Definition 3.1. Soit A G C(H), on dit que A est compact si pour tout suite {x n } ne ^ 
bornee dans H , la suite {Ar n } n6N est relativement compacte, i.e. il existe une sous-suite 
{x nk }keN telle Que la suite {Ax nk }k<=N converge dans H. 

Cela equivaut a dire que I 'image par A de la boule unite de H est relativement compacte 
dans H . 

Proposition 3.1 (et exemple fondamental). Tout operateur borne de rang fini (i.e. dont 
I'image est de dimension finie) est compact. 

Preuve. Soit A un operateur de rang fini et soit F = 1mA. Soit {x n } n€N une suite 
bornee dans H, la suite {Ax n } nG ^, par continuite de A, est bornee dans F qui est de 
dimension finie, elle est done relativement compacte. □ 

Proposition 3.2. Soit A,A±,A 2 G C(H), des operateurs compacts. Alors, 

1. pour tout ai,a2 G C, a\A\ + 0:2^2 est compact, 

2. pour tout B G C{H), AB et BA sont compacts. 
La demonstration est triviale et laissee en exercice. 

Proposition 3.3. Soit K G C(H), les proprietes suivantes sont equivalentes : 
(i) K est compact, 
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(ii) K transforme toute suite faiblement convergente en une suite convergente en norme. 
Preuve. 

(i) ==>- (ii) Soit K G C{H) un operateur compact, soit {x n } rag jj une suite dans H qui 
converge faiblement vers x G H. II est facile de voir d'une part que Kx n converge 
faiblement vers Kx, simplement en remarquant que pour y G H 

(Kx n ,y) = (x n ,K*y) — ► (x,K*y) = (Kx,y) . 

Supposons que Kx n ne tende pas vers Kx en norme. Alors, il existe e > et une 
sous-suite {x nk }k tels que, pour tout k G N, on ait 

\\Kx nk - Kx\\ > e. 

D'apres le theoreme de Banach-Steinhaus, le fait que x n converge faiblement im- 
plique que c'est une suite bornee ; on peut done extraire de x nk une sous-suite 

|^n fcj) | telle que Kx nkp converge dans H vers y qui est necessairement different 

de Kx. Mais comme x Hkp converge faiblement vers x, il suit que Kx nkp converge 
faiblement vers Kx et il y a une contradiction. 

(ii) ==>- (i) Soit K un operateur borne verifiant (ii), soit {x n } n une suite bornee dans 
H . Dans un espace de Hilbert, tout borne etant faiblement relativement compact, on 
peut extraire de {x n } n une sous-suite {x nk }k faiblement convergente. Alors par (ii), 
la suite {Kx nk }k converge fortement. On vient done de montrer que de toute suite 
{x n } n , on peut extraire une sous-suite {x nk }k telle que {Kx nk }k soit convergente, 
i.e. que K est compact. □ 

Le corollaire suivant est une consequence immediate de la proposition precedente. 

Corollaire 3.1. Soit {A„} nG N une suite dans C(H) qui converge faiblement vers A e 
C(H). Soit K e £{H) un operateur compact, alors KA n converge vers KA fortement. 

Proposition 3.4. Soit {K n } n( z^ une suite d'operateurs compacts sur H et A e jC(H). 

On suppose que K n — > A en norme dans C(H), alors A est compact. 

Preuve. Soit {a; ra } ne N une suite bornee dans H, soit M > tel que \\x n \\ < M pour 
tout n G N. On utilise un procede diagonal pour extraire une sous-suite dont l'image par 
A converge. Soit {x 0tn } n une sous-suite de {x n } n telle que K xo tn converge. De {xo, n }n on 
peut extraire une sous-suite {xi 5 „} n telle que Kix ltU converge. Ainsi de suite, on extrait 
au fur et a mesure des sous-suites {x Pjn } n telles que K p Xp <n converge lorsque n — > +oo 
et {x p ^ n }n soit une sous-suite de {x p -i^ n } n . On pose alors y n := x n ^ n pour tout n G N. 
La suite {y n }n est une sous-suite de {x n } n telle que, pour tout p G N, la suite {K p y n } n 
converge dans H. De plus, pour e > donne, il existe p e G N tel que 

\\A-K Pe \\ < 
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Maintenant, il existe q £ G N tel que pour tous n,m> q £ , 

e 

\\Kp s y n - K Pe y m \\ < - . 

II suit que pour tous n,m > q £ , 



\\Ay n - Ay m \\ < \\Ay n - K Pe y n \\ + \\K Pe y n - K Pe y m \\ + \\K Pe y m - Ay n 

e 

2 



< \\A - K Ps \\\\y n \\ + - + \\A- K Pe \\\\y m \ 



< M H 1 M = e. 

~AM 2 AM 

La suite {Ay n } n est done de Cauchy et done convergente. □ 
On va maintenant etablir une caracterisation importante des operateurs compacts. 

Proposition 3.5. Soit K e C{H), les proprietes suivantes sont equivalentes : 

(i) K est compact ; 

(ii) il existe une suite {K n } n dans C(H) d'operateurs de rang fini telle que K n — > K 
en norme dans C(H). 

Preuve. 

(ii) (i) est une consequence triviale des propositions 3.1 et 3.4. 

(i) (ii) Soit K compact, alors l'image de la boule unite dans H est relativement 

compacte, i.e. il existe une partie compacte C de H telle que l'image de la boule 
unite est incluse dans C. Pour e > donne, on a 

CC \jB(y,e). 

yec 

On a un recouvrement ouvert dont on peut extraire un sous-recouvrement fini 



Cc(jB( yi ,e) 



i=i 

Soit F £ le sous-espace de H engendre par les yi, % — 1, N e et soit d £ sa dimension. 
On considere {ei, e^} une base orthonormale de F e . On note P e le projecteur 
orthogonal sur F £) 

P £ X ^ 6j)ej , 

i=l 



et on pose 



K £ = P £ K, 
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Alors K £ est de rang fini car son image est incluse dans celle de P £ qui est de 
dimension d £ . De plus, pour x G H, \\x\\ < 1, on a 

\\K £ x — Kx\\ = \\P £ Kx — Kx\\ = inf \\Kx — y\\ . 

Comme on a construit un recouvrement fini de l'image par K de la boule unite par 
des boules de centre yi G F £ et de rayon e, on en deduit que 

\\K e x-Kx\\ <eViGB(0,l). 

II suit \\K £ — K\\ < e. En prenant e = 1/n, on construit ainsi une suite d'operateurs 
de rang fini qui convergent en norme vers K. □ 

Remarque 3.1. Lorsque H est separable (c'est le cas de tous les exemples concrets), 
la demonstration suit une idee de depart analogue mais est beaucoup plus simple. On 
considere {e„} ne ^ une base Hilbertienne de H . Soit F n le sous-espace de dimension n + 1 
engendre par {eo, e\, ■ e n }. On note P n la projection orthogonale sur F n , i.e. 

n 

P n x = ^2(x,e k )e k . 

k=0 

On pose 

K n :=KP n . 

Comme P n converge fortement vers I, il suit que K n converge fortement vers K . Sup- 
posons que K n ne converge pas en norme vers K . Alors il existe e > 0, une suite {aj n }nGN 
dans H telle que \\x n \\ = 1 et \\(K—K n )x n \\ > e. Si onposey n = (I—P n )x n , on a \\y n \\ < 1 
et y n G . II suit que la suite {y n } n tend faiblement vers dans H. L'operateur K etant 
compact, la suite {Ky n } n tend fortement vers 0. C'est absurde car 

\\Ky n \\ = \\(K - K n )x n \\ > e > . 

Done K n — > K en norme. □ 

Corollaire 3.2. Soit {A n } neN une suite dans C{H) qui converge fortement vers A G 
C{H). Soit K G C{H) un operateur compact, alors A n K converge vers AK en norme. 

Preuve. Comme K est compact, on peut l'approcher en norme par une suite d'operateurs 
{K n } n de rang fini. Par ailleurs, par le theoreme de Banach-Steinhaus, comme la suite 
{A n } n converge fortement, elle est bornee dans C(H), i.e. il existe M > tel que \\A n \\ < 
M pour tout n G N. Soit maintenant e > 0, il existe n G N tel que 



On a done pour tout n G N 



\\A n K-AK\\ < \\(A n -A)(K-K no )\\ + \\(A n -A)K no \ 

e 

AM' 



< —2M+\\{A n -A)K no \ 
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Soit p la dimension de l'image de K no , on considere {ei, ...,e p } une base orthogonale de 
lmK no . Soit x G H, on a 

p 

11(^-^)^11 = \\{A n - A^iKn.x^e^W 

p 

= II ^^(-^rao^; e j)(A n — A)ej\\ 

j'=i 
p 

< ^l(^no^e,)|||(A t -A)e,|| 



p 

< ll^nolllNlX)||(^n- A)ej|| 

et comme (A — A n )ej tend vers lorsque n — > +oo, il suit que 

p 

H-Knoll II (Ai — ^4) e ill — *• lorsque n — > +oo , 
j'=i 

et done (A n — A)K no tend vers en norme. D'ou il existe rt\ G N tel que pour tout n>n\ 
on ait 

\\{A n -A)K no \\<l- 

Ceci conclut la preuve du corollaire. □ 

Proposition 3.6. Attention! Soit {A n } ng ^ une suite dans C{H) qui converge fortement 
vers A G C{H). Soit K G C{H) un operateur compact, KA n ne converge pas a priori 
vers KA en norme. 

Preuve. On donne un contre-exemple. On considere dans H une famille orthonormale 
{e„} ne N*- Soit K G C(H) defini par 

Kx = (x, e 1 )e 1 . 
Soit la suite d'elements de C(H) {A n } dermis par 

A n x = {x, e n )e\ . 

Alors A n converge faiblement vers mais \\A n \\ = 1 D'autre part K est compact car de 
rang fini et KA n = A n done ne converge pas en norme vers 0. □ 

Corollaire 3.3. Soit K G C{H) compact, alors K* est compact. En particulier, les 
operateur s 

ReK = -(K + K*) et ImK = — (K - K*) , 
sont auto-adjoints et compacts et on a K = ReK + ilmK , K* = ReK — ilmK. 
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Preuve. On considere une suite K n d'operateurs de rang fini qui convergent en norme 
vers K. Alors K* n est de rang fini (cf. exercice 3.1) et de plus — K*\\ = \\K n — K\\ — > 
lorsque n — > +oo. □ 

Theoreme 3.1 (Theoreme spectral pour les operateurs auto-adjoints compacts, dit aussi 
theoreme de Hilbert-Schmidt). Soit K G C(H) un operateur compact tel que K = 
K* . Alors il existe une famille orthonormale denombrable dans H , {e n }o< n <Ar+i, N G 
N U {+oo} ; constituee de vecteurs propres de K , tels que Ke n = \ n e n , oil la famille 
{|A n |}o<n<jv+i est decroissante. De plus, si N = +oo, alors X n — > lorsque n — > +oo. La 
famille {e n } < n <Af+i constitue une base orthonormale de ImK = (KerK) L et pour tout 
x G H, on a 

N 

Kx = ^ A„(x,e„)e n . (3.1) 

n=0 

Preuve. On commence par montrer que \\K\\ ou — \\K\\ est valeur propre de K. II 
suffit pour cela de montrer que \\K\\ 2 est valeur propre de K 2 , car si K 2 x = \\K\\ 2 x, avec 
x 7^ 0, on pose y = (K — \\K\\)x ; alors ou bien y — 0, ce qui montre que \\K\\ est valeur 
propre de K, ou bien on a (K + ||)y = de sorte que — \\K\\ est valeur propre de K. 

On considere une suite {x n } n , avec ||a; n || = 1, telle que ||-Ka; n || — > \\K\\. Alors 

||(X 2 - ||X|| 2 KH 2 = \\K 2 x n \\ 2 + \\K\\ A \\x n \\ 2 - 2Re{K 2 x n ,\\K\\ 2 x n ) 
= \\K 2 x n \\ 2 + \\K\\ 4 - 2\\K\\ 2 (Kx n , Kx n ) 
< \\K\\ 2 (2\\K\\ 2 - 2||^x n || 2 ) -> lorsque n -»• +cx) . 

Du fait que K est compact et que {x n } est bornee, quitte a extraire une sous-suite, on 
peut supposer que la suite {Kx n } n est convergente. Alors, par continuite de K, la suite 
{K 2 x n } n est convergente et d'apres l'inegalite precedente, il suit que la suite {x n } n est 
aussi convergente ; soit x sa limite, on a ||x|| = 1 (i.e. x ^ 0) et K 2 x = ||i^|| 2 a;, d'ou le 
resultat. 

Considerons maintenant eo G H, ||eo|| = 1, tel que Keo = Aoeo, avec |Ao| = \\K\\ (bien 
sur Ao est reel comme valeur propre d'un operateur auto-adjoint). On pose K = K. On 
definit maintenant Hi := {eo}- 1 . Du fait que Ke = A e et que K est auto-adjoint, Hi 
est stable par K. En effet, considerons x G H, x _L e tel que (ifi, e ) 7^ 0, alors 

(Kx,e ) = (x,Ke ) = \ (x,e ) = 

ce qui est absurde. On pose alors Ki := K\ Hi . Alors Ki G C(Hi), est compact et 
auto-adjoint sur Hi. Puis on repete le processus. A l'etape n, on choisit e n G H n , 
\\e n \\ = 1, avec i^e n = i^ n e n = A„e n , ou K n = K\ Hn avec |A n | = ||i^ n ||- On definit alors 
H n+ i := {e , e n } ± , comme Kti = \ci pour % = 0, ..,n et comme K est auto-adjoint, 
H n+ i est stable par K et on peut done poser K n+ i := K\ H , qui a son tour est un 
operateur borne sur H n+ i, compact et auto-adjoint. 

Comme les K n sont des restrictions de K sur des espaces de plus en plus petits, leur 
norme decroit, i.e. |A n | est decroissante en n. 
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Ce processus s'arrete si pour un certain N G N, on a K^+i = 0, i.e. on a Hn+i = 
KerK. On est alors clairement dans le cadre du theoreme avec N fini. Si ce processus 
ne s'arrete pas, alors on obtient une suite {A„}, tous les A n etant non nuls, telle que 
|A n | = \\K n \\ decroit avec n (on est dans le cadre du theoreme avec N = +oo). La suite 
{|A n |} n admet done une limite, on la note 5. Supposons que 5 > 0, alors x n := (S/X n )e n 
est de norme inferieure ou egale a 1 et Kx n = 5e n n'a pas de sous-suite de Cauchy, car 
pour n 7^ m, 

\\Kx n - Kx m f = 5 2 (\\e n f + ||e m f) = 25 2 

du fait que e n _L e m . Ceci contredit la compacite de K. D'ou A n — > 0. 

Supposons fini. Pour x G H, on peut decomposer x de fagon unique sous la forme 
suivante : 



N 

X ^ 6 ra )e n + Pf[ N+1 X 

n=0 

ou Ph n+1 est la projection sur H^+i = KerK. On a done 

N N 



Kx = 53 ( x ' e n )Ke n = ^ X n(x, e n )e r 



n=0 n=0 

Ainsi les {e n } < ri <Ar engendrent ImK qui est de dimension finie A^ + 1 et done fermee, 
d'ou 

ImK = (KerK) 1 - . 

Supposons maintenant que A^ = +oo. Soit x e H, pour tout n G N, on a, en projetant 
x sur l'espace engendre par {eo, e±, e„} puis sur H n+ i, 

n 

x = ^2(x,e p )e p + P Hn+l x 

p=0 

et en utilisant que KP Hn+1 = K n+1 P Hn+1 , 

n n 

Kx = y^(x, e p )Ke p + K n+1 x = \ p (x, e p )e p + K n+1 P Hn+1 x . 

p=0 p=0 

Comme \\K n \\ tend vers zero, on en deduit que la serie 

+ CX) 

^ ^ A n (x, c n )e n 

n=0 

converge dans H et que sa limite vaut Kx. On obtient done (3.1), ce qui implique que 
ImK est engendre par les e n et done que la famille {e„} ne N est une base orthonormale de 



ImK = (KerK) . 

Ceci clot la preuve du theoreme. □ 
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Corollaire 3.4. Si H est separable, pour K G C(H) autoadjoint compact, il existe une 
base orthonormale de H constituee de vecteurs propres de K . 

Preuve. On considere la famille {e n }o< n <iv+i donnee par le theoreme de Hilbert- 
Schmidt et on y ajoute une base orthonormale de KerK. □ 

Remarque 3.2. Attention, si a la fois KerK et ImK sont de dimension infinie, il n'est 
pas possible de trouver une base orthonormee {a n } ne ?q de H de vecteurs propres de H tels 
que la suite {\ n } ne n des valeurs propres associes (Ka n = \ n a n ) soit de module decroissant 
avec n. On peut le faire sur ImK mais pas sur H . 

Le theoreme de Hilbert-Schmidt s'etend en fait, avec quelques modifications, au cas 
d'un operateur compact non auto-adjoint, mais pour etablir le resultat, on a besoin de la 
theorie de Fredholm. 



3.2 Theorie de Fredholm 

Etudier le spectre d'un operateur compact K signifie etudier les valeurs A G C pour 
lesquelles l'operateur / — X~ 1 K est bijectif (le cas A = est particulier, comme on le 
verra avec le theoreme de Riesz-Schauder). II s'agit done de savoir si, pour K operateur 
compact quelconque, l'equation 

(/ -K)x = y 

admet une unique solution pour tout y G H. La theorie de Fredholm etablit que si on peut 
assurer l'unicite, alors l'existence suit. C'est le resultat appele "alternative de Fredholm" : 

Theoreme 3.2 (Alternative de Fredholm). Soit K G C(H) un operateur compact, alors 
Vune des deux proprietes suivantes est realisee : 

(1) il existe x G H tel que x ^ et (I — K)x = 0, i.e. 1 G c p (K) ; 

(2) pour tout y G H , il existe un unique x G H tel que (I — K)x = y, i.e. I — K est un 
isomorphisme de H. 

Remarque 3.3. Quel est le lien entre V alternative de Fredholm et la description intuitive 
que nous en avons faite avant de I'enoncer? Tout d'abord on remarque qu'au lieu d'ecrire 
I 'alternative en distinguant les deux cas 1 G o~ p (K) et 1 ^ o~(K), on aurait pu distinguer, 
pour n'importe quel A G C\{0} les cas A G cr p (K) et A ^ cr(K). En effet, pour A G C\{0} ; 

XI - K = A (^1 - jK 

On pose K = \K, K est compact. Distinguer les cas 1 G o~ p (K) et 1 ^ o~(K) est equivalent 
a distinguer A G cr p (K) et A ^ &(K). On voit alors que dans le premier cas (1 G a p (K), 
e'est-d-dire A G a p (K)), le noyau de XI — K est non reduit a {0}, done il existe une 




3.2. THEORIE DE FREDHOLM 



63 



infinite de x G H (les elements de Ker(XI — K)) tels que (XI — K)x = 0. Maintenant, 
pour y G H , on considere V equation 

(XI-K)x = y. (3.2) 

On voit que si pour y G H donne, I'equation (XI — K)x = y admet une solution, alors elle 
en admet une infinite. Autrement dit, dans le premier cas, on n'a pas unicite. Si on est 
dans le second cas, alors on a existence et unicite des solutions pour tout y G H car XI — K 
est bijective. On voit que si on peut montrer Vunicite, alors on n'est forcement pas dans le 
premier cas et on est done dans le second, e'est-a-dire qu'on a existence et unicite. Ainsi, 
si on peut assurer Vunicite des solutions de (3.2), alors on a necessairement existence. 

Remarque 3.4. Le resultat de V alternative de Fredholm est assez remarquable dans la 
mesure ou on voit que si 1 (ou X ^ quelconque) n'est pas dans a p (K), alors il n'est pas 
du tout dans le spectre de K ; les eventuelles valeurs spectrales de K en dehors de dans 
C sont necessairement des valeurs propres. C'est-a-dire 

a(K) \ {0} C a p (K) . 

L'alternative de Fredholm est un corollaire du theoreme de Fredholm analytique : 

Theoreme 3.3 (Theoreme de Fredholm analytique). Soit Q un ouvert connexe de C et 
z i— > K(z) une fonction analytique de fl dans C(H), telle que pour tout z G f2, K(z) soit 
compact. Alors, I'une des deux proprietes suivantes est realisee : 

(i) I — K(z) n'est inversible pour aucun z G Q ; 

(ii) il existe une partie discrete D dans Q telle que I — K(z) soit inversible pour tout 
z G Q \ D, (I — K(z))' 1 est done analytique dans Q \ D. De plus, si z G D, 
1 G a p (K(z )) et il existe r > 0, N G N, Aj G C(H), j > -N, tels que, pour 
< \z — z Q \ < r, on ait 

+oo 

(I-K(z))- 1 ^ ^(z-ztfAj 

j=-N 

la serie convergeant dans C(H) normalement sur tout compact de C(z ,0,r) et 

A_i = Res ((I -K(z))~\z ) 
est de rang fini. On voit notamment que (I — K(z))~ l est meromorphe dans Q. 

Preuve de l'alternative de Fredholm. On considere la fonction K(z) = zK, 
analytique dans C a valeurs dans C(H). Pour z — 0, I — zK = I et est clairement 
inversible. On est done dans le cas (ii) du theoreme de Fredholm analytique. Alors ou 
bien 1 appartient a la partie discrete D et on est dans le cas (1) (car K(l) = K), ou bien 
1 G C \ D et on est dans le cas (2). □ 
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Preuve du theoreme de Fredholm analytique. On commence par demontrer le 
resultat au voisinage d'un zo G D quelconque. Soit zo G D, on choisit r > tel que K(z) 
soit analytique dans D(zo,r) et 

pour \ z -z \<r, \\K(z) - K(z )\\ < 1/2; 

on choisit egalement F G £(77) un operateur de rang fini tel que U-K^zo) — F|| < 1/2 
(ce qui est possible d'apres la proposition 3.5 et du fait que K{zq) est compact). Alors 
la fonction z \— > K{z) — F est analytique dans D(z ,r) a valeurs dans £(77), de plus, 
pour tout z G D(z ,r), on a ||i^(^) — F\\ < 1. II suit que (7 — K{z) + F)^ 1 existe et est 
analytique dans D(zq, r) (on admet ici que si / est une fonction holomorphe dans D(0, R), 
R > 0, et si g est une fonction analytique sur Q ouvert de C a valeurs dans la boule de 
centre et de rayon R dans £(77), alors / o g est analytique sur fl a valeurs dans C(H)). 

F est de rang fini, soit iV la dimension de son image, soit {ipi,ip2, ■■■,i J n} une base de 
ImF, alors pour tout x G 77, on a 

N 

Fx = J2 a i( x )^j- 

3=1 

Les otj, j = 1, N, sont des formes lineaires continues sur 77, done d'apres le theoreme 
de Riesz, il existe des vecteurs <f>j, j = 1, N, uniques, tels que 

OLj{x) = (x,(f)j) Wx G 77 . 

On a alors, pour tout x G 77, 

N 

Fx = J2( x ^j)^j 
j'=i 

et done 

+oo N 

F(I- K{z) + F)- 1 x = E(( 7 - + <^ • 

ra=0 j=l 

En posant #(z) = F (I - K(z) + F)~ x et ^-(z) = ((7 - K(z) + F) -1 )* 0j, on obtient 

= ^{X,4>j{z))^j. 

On remarque maintenant que 
(7 - #(z)) (I - K(z) + F) = (7 - K(z) + F) - F (7 - K(z) + F)~ l (7 - K(z) + F) 

II suit que 7 — K(z) est inversible pour z dans D(z , r) si et seulement si 7 — g(z) est 
inversible pour z dans 79(^0, r) (simplement du fait que 7 — K(z) + F est inversible 
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dans ce disque). De meme, pour z G D(z ,r), Ker(I — K(z)) ^ {0} si et seulement si 

Ker(I — g{z)) ^ {0}, toujours en utilisant le fait que I — K(z) + F est inversible. Si 
g{z)x = x, alors on a 

N 

x = ^( x i<t>A z ))^i ( 3 - 3 ) 

i.e. 

N 

x = Y,Mi ( 3 - 4 ) 
et en utilisant (3.3), les fi 3 - sont solution du systeme 

N 

Pk-Y,&j>Mz))Pj = 0- (3-5) 

3=1 

De plus, x verifie (3.3) si et seulement si (3.4) et (3.5) sont verifies. Consequemment, (3.3) 
a une solution non nulle si et seulement si le determinant de la matrice A du systeme (3.5), 
de composantes 

A k j = S kj - (ipj, <p k {z)) , (3.6) 

est nul. On note d(z) ce determinant ; du fait que (i)j,<f>k(z)) est analytique sur D(zo,r), 
d(z) y est holomorphe. II suit que 

S r := {z e D(z ,r); d(z) = 0} 

est ou bien un ensemble discret dans D(z ,r), ou bien egal a D(z ,r) tout entier. 

• Si S r = D(zo,r), alors (3.3) admet une solution non nulle pour tous z G D(z Q ,r) et 
I — g(z) (et done aussi / — K(z) n'est jamais inversible. 

• Si S r est discret, pour z ^ S r , alors la matrice A de coefficients (3.6) est inversible 
et etant donnes aij, j = 1, ...N, le systeme 

N 

Pk ~ M z ))Pj = a k , (3.7) 

3=1 

admet une unique solution {(3j}j=i t ...,N- Soit y G H, on pose <x,- = (y,<f>j(z)) et, les 
(3j etants la solution correspondante de (3.7), 

N 

x — y + ^Pj^j- 

3=1 

Alors 

N N N 

(I-g(z))x = y + ^2P j il> j -^2{y + ^2p k il>k,<i>j(z))il>j 

3=1 3=1 k=l 

N / N \ 

= y + ^2[Pj -^Pk&k, 4>j{z)) - (y, <f>A z )) I = y ■ 

j=l \ k=l J 
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Done I — g(z) est inversible. Et on a bien sur que si / — g(z) est inversible, alors 
z S r . L'analyticite et le residu de rang fini sont obtenus par une expression 
explicite a l'aide de (3.7) de (/ — g(z))~ l en termes de cofacteurs. 

La globalisation de l'argument pour un petit disque a Q tout entier est basee sur un 
argument classique de connexite. Nous omettons les details. □ 



3.3 Spectre des operateurs compacts 

Theoreme 3.4 (Theoreme de Riesz-Schauder). Soit K G C(H) un operateur compact, 
alors : 

1. G o~(H) (en dimension finie, bien sur, ce n'est plus vrai, sinon tout operateur en 
dimension finie aurait dans son spectre), 

2. c(K) \ {0} est un ensemble discret dans C \ {0} ; si son cardinal est infini, alors 
c(K) \ {0} est I'ensemble des elements d'une suite dans C tendant vers 0, i.e. on 
peut ecrire o-(K) \ {0} sous la forme suivante 

a(K) \ {0} = {z n ; n e N} , lim z n = , 



3. soit A G o-(K), A 7^ ; alors A est une valeur propre et dim Ker[\l — K) < +oo, on 
voit en particulier que 

a(K) = {0} U a p (K) . 
Remarque 3.5. Attention! peut etre valeur propre de K mais pas necessairement. 
Preuve. 

1. On suppose que ^ o-(K), alors K est inversible dans jC(H). On considere {e n } ne N 
une suite orthonormale dans H, bien sur {K _1 e n }„ est une suite bornee dans H car 

WK^eJ < WK^WWeJ = WK^W . 

D'autre part, la suite {e n = KK~ x en\ n n'admet pas de sous-suite de Cauchy car 
pour n ^ m 

G71 Cm || 2 , 

ce qui contredit la compacite de K. 

2. On considere K(z) = zK, e'est une fonction analytique sur C a valeurs dans C(H) 
et K(z) est compact pour tout z, de plus / — K(0) = I est inversible. Le theoreme 
de Fredholm analytique dit que 

D := {z G C ; / — K(z) non inversible} 
= {zeC; Ker(I - K(z)) ^ {0}} 
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est un ensemble discret dans C. Done (I—K(z)) 1 existe si et seulement si z G C\D, 
et si de plus z ^ 0, 



(I-K(z))-' = - -I-K 



z \z 

Done, si z ^ alors 1/z G C\D equivaut a dire que (z — K)' 1 existe. On en deduit 
done que 

a(K) = {0}U | A G C*; ^ G £)| . 

De plus est le seul point d'accumulation possible de cr(K) car D etant discret dans 
C, il n'a aucun point d'accumulation dans C, les seules limites possibles de suites de 
points de D (deux a deux distincts) sont a l'infini. Et si c(K) \ {0} est de cardinal 
infini, comme il est borne du fait que u(K) est borne, il admet forcement une valeur 
d 'adherence et d'apres ce qui precede, e'est 0. 

3. Si A G a(K) \ {0}, alors 1/A G D, i.e. Ker(XI - K) ^ {0}. Done A G a p {K). 
Supposons que Ker(XI — K) soit de dimension infinie, alors on peut trouver {e n } ne N 
une suite orthonormale dans Ker(XI — K), i.e. on a Ke n = \e n , mais {e n } n est 
bornee (car ||e„|| = 1) et A ^ 0, done {Ke n } n n'admet pas de sous-suite de Cauchy, 
ce qui contredit la compacite de K. □ 

Theoreme 3.5 (Forme canonique des operateurs compacts). On considere K G C(H) 
un operateur compact. Alors il existe deux families orthonormales denombrables 

{^n}o<n<Af+l , {y n }o<n<N+l , N < +OO , 

et une famille de nombres positifs decroissants {A n }o< n <Ar+i, avec \ n — > lorsque n tend 
vers +oo dans le cas ou N = +oo, telles que, pour tout x G H 

N 



Kx = ^2\ n {x,x n )y n , 



n=0 

la somme convergeant dans H. 

Preuve. Comme K est compact, K*K est compact et auto-adjoint et de plus positif. 
On suppose de plus if^O, sans quoi le theoreme est trivial. Alors on a aussi K*K ^ 0, 
car, etant donne x G H tel que Kx ^ 0, on a (K*Kx,x) = \\Kx\\ 2 ^ 0. Soit {a; n }o<n<Af+i 
la famille orthonormale associee a l'operateur K*K, donnee par le theoreme de Hilbert- 
Schmidt, et {fi n }o<n<N+i la famille decroissante de valeurs propres de K*K associee (a 
priori, e'est seulement la famille {|/x n |} Qui est decroissante, mais comme K*K est positif, 
on a fi n > 0. On pose alors A n = y/JI^ et y n = j^Kx n . La famille {y n }o<n<N+i est bien 
orthonormale, en effet 

iyni 2/m) T 7 (Kx n , Kx m ) — - (x n ,K Kx m ) — (x n , X m ) — S nm 0~nm ■ 
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Maintenant, pour x G H, en utilisant le fait que {x n }o< n <N+i est une base hilbertienne 
de Im(K*K), on peut ecrire 

N 

X = y^.( X ' X n)%n + PKer(K*K)X ■ 
n=0 

(K*KP Ker ( K * K )X, PKer(K*K)x) = . 
N N 

^ ^ {x, x n ) Kx n ^ A ra (x, Xn)y n 

n=0 n=0 

converge dans H du fait que K est continu sur H et que la serie 

^ ^ (x, x n )x n 

converge dans H (car {:*;„}„ est une suite orthonormale). On a done 

N 

Kx = ^2\ n (x,x n )y n . □ 

n=0 

3.4 Calcul fonctionnel pour les auto-adjoints com- 
pacts 

Grace au theoreme de Hilbert-Schmidt, on peut construire un calcul fonctionnel pour les 
operateurs auto-adjoints compacts. Soit K G C(H) auto-adjoint et compact et soit {e n } n 
et {A n } n les families donnees par le theoreme de Hilbert-Schmidt. Soit / definie en tout 
point de <j(K) \ {0} et bornee sur cr(K) \ {0}, on definit l'operateur f(K) comme 

TV 

f(K)x := ^ f(^n)(x, e n )e n . 

n=0 

On voit alors que si x est vecteur propre associe a la valeur propre \ p , alors 

f(K)x = f(\ p )x. 
On va voir bientot que la compacite n'est pas necessaire. 



On a alors 

II 1 1 2 

\\KPKer(K*K)X\\ 

De plus si iV = +oo, la serie 
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3.5 Exercices 

Exercice 3.1. Construire un operateur sur H , de rang fini, non borne et non compact. 
Exercice 3.2. Verifier V equivalence de la definition 3.1. 
Exercice 3.3. Demontrer la proposition 3.2. 

Exercice 3.4. Soit A e C{H) de rang fini, montrer qu'alors A* est de rang fini et que 
dim (Im(A*)) < dim (ImA). 

Exercice 3.5. Soit — oo < a < f3 < +oo ; on considere Vespace H = L 2 (]a,/3[). Soit 
a e L 2 (]a, (3[x]a, j3[) et Voperateur A e C{H) defini par 



1. En utilisant la densite de C ([a,{3] x [a,/?]) dans L 2 (]a, /3[x]a, f3[), puis le theoreme 
de Stone- Weierstrass, montrer que les polynomes sont denses dans L 2 (]a, P[x]a, /?[). 

2. En deduire qu'il existe une suite d'operateurs P n e C(H) de rang fini qui convergent 
vers A dans C(H). 

3. Montrer que A est un operateur compact. 

Exercice 3.6. On se place dans le cas ou H est separable. Soit {(f) n }nen* u ne base 
Hilbertienne de H . Soit A e C{H). 

1. On suppose que 



Montrer qu'alors A est compact. 

2. Montrer que si A est compact, alors (3.8) est verifiee. 

Exercice 3.7. Soit A e C{H) un operateur compact. On se propose de montrer que 
Im(I — A) est fermee. Soit {/„} une suite dans H ; on suppose que (I — A)f n converge 
dans H vers g. 

1. Montrer que si \\Af n \\ < C Vn G N, on a g e Im(I — A). Le meme resultat est vrai 
si {fn} admet une sous-suite {fnk} bornee dans H . 

2. Supposons que ||/ n || — > +oo. Posons 




sup 

Ve[^i,...,</.„]- L , |M| 



ll^ll 



, lorsque n — > +oo . 



(3.8) 



=i 



d n = inf{||/ n -/i||; heH, h 



A(h)} . 



Montrer que si la suite {d n } est bornee, on a g e Im(I — A). 
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3. Montrer que la suite {d n } est toujours bornee. 
Exercice 3.8. Soit A £ C(H) un operateur tel que dim(ImA) < +oo. 

1. Montrer que dim(Ker(I + A)) = p < +oo. 

2. Montrer que dim(Ker(I + A*)) = q < +oo. 

3. Montrer que p = q. 

Exercice 3.9. Soit A £ M n {C). Pour A £ C on considere R\{A) = (XI - Ay 1 la ou 

cette matrice est definie. 

1. Montrer que la fonction A i— > R\(A) est definie dans C prive d'un nombre fini de 
points et qu'elle admet en chacun de ces points un pole d'ordre fini. 

2. On suppose maintenant A hermitienne. Soit A une valeur propre de A et soit x £ C n . 
On considere V equation 



Montrer que si x £ (Ker(XI — A)) , elle admet une quantite infinie de solutions 
que Von caracterisera et qu'elle n'en admet aucune dans le cas contraire. 

3. Enoncer un resultat analogue dans le cas ou A n'est pas hermitienne. 
Exercice 3.10. On considere une fonction 



est definie dans C prive d'une partie discrete sans point d 'accumulation et qu'elle admet 
en chacun des points de cette partie un pole d'ordre fini. 

Exercice 3.11. Soit (0 n ) n eN une famille orthonormale et (/i„) ne N une suite de nombres 
reels tendant vers 0. Demontrer que la relation 



Xy — Ay = x . 



A : C^M n {C) 



holomorphe, non constante. Montrer que pour A £ C donne, 



* (XI - A(z)) 



-i 




n=0 



definit sur H un operateur auto-adjoint compact. 

Exercice 3.12. Soit H = L 2 (R) muni du produit scalaire usuel 




On considere V application A de H dans lui-meme, definie par 
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1. Montrer que A E C(H). 

2. Determiner A* . 

3. A est-il compact? 

4- Determiner KerA et ImA. 

5. Trouver un vecteur propre associe a une valeur propre non nulle de A et determiner 
cette valeur propre. 
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Chapitre 4 



Theorie spectrale des operateurs 
auto-adjoints bornes 

4.1 Calcul fonctionnel continu 

On considere A G C(H), auto-adjoint, et on souhaite definir f(A) pour une fonction / 
definie et continue sur cr(A). Toute l'idee est de definir naturellement P(A) pour P G C[z] 
(i.e. un polynome en z a coefficients complexes). Puis, en utilisant le theoreme de Stone 
Weierstrass, de definir f(A) pour toutes les fonctions / continues sur a (A). 

Lemme 4.1. Soit 

n 

P{z) = J2 c kZ k , c n ^ , 
Pour A G C(H), on definit I'operateur P(A) G C(H) de fagon naturelle par 

n 

P{A) = c k A k . 

k=0 

On a a(P(A)) = P(a(A)), i.e. 

X G <t(P(A)) a(A) ; X = P(fi) . 

Preuve. Soit A G C. On considere zi, ...,z n les racines de A — P(z) dans C, non 
necessairement toute distinctes. Le polynome P(z) — X s'ecrit sous la forme 

P{z)-X = cJ] n k=l {z-z k ) 

et done 

P{A)-X = c n {A-z 1 )...{A-z n ). 

On voit done que A G p(P(z)) si et seulement si tous les operateurs A — z^, k — 1, ...,n, 
sont inversibles. Dire que l'un de ces operateurs (disons A — z p ) n'est pas inversible, 
revient a dire que z p G cr(A). On voit done que A G a(P(A)) si et seulement si l'une des 
racines de P(z) — X est dans cr(A), ce qui equivaut a dire qu'il existe \i G cr(A) tel que 
P(/i) = A. □ 
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Lemme 4.2. Soit P G C[z], A G autoadjoint, alors 

\\P(A)\\= sup |P(A)|. 

Preuve. On rappelle que pour tout 5 G C(H), on a ||P|| 2 = ||P*P||. On a done 

\\P(A)\\ 2 =\\P(AyP(A)\\. 

Comme A est autoadjoint, on a P(A)* = P(A) et done P(A)*P(A) = PP(A). Comme 
de plus P(A)*P(A) = PP(A) est autoadjoint, 

\\PP(A)\\ =r(PP(A)) = sup = sup |PP(A)| 

/ieo-(PP(A)) Aeo-(A) 

= sup |P(A)P(A)| = sup |P(A)| 2 

Xecr(A) Xecr(A) 

d'apres le premier lemme et par le fait que A = A* et done a (A) cK. □ 

Theoreme 4.1 (Calcul fonctionnel continu). Soit A G C(H) auto-adjoint, alors il existe 
une unique application $ : C(<t(A)) — > £(-H") te//e gne : 

1. • $(/ + ^) = $(/) + $(^) ; 
. S{fg) = *{f)o${g), 

• $(1) = /jy, 

• Hi) = w)r ; 

2. $ est continue et 

\Mf)\\c(H)= sup |/(A)|H|/|| C((7(A)) ; 

Xea(A) 

3. si f est Videntite, i.e. /(A) = A pour tout A G cr(A), a/ors $(/) = A ; 
^. Ax = Ax, alors, $(/)x = f(X)x ; 

5. cr($(/)) = /(<r(A)), ie. A G er($(/)) seulement si il existe ji G cr(A) £eZ que 

A = /(//) ; 

6. si f > 0, a/ors Voperateur $(/) est positif. 

On notera $(/) =: /(A). 

Preuve. Commengons par montrer l'unicite : 1. et 5. entrainent que pour f = P 
polynome, $(P) coincide avec P(A). Soit maintenant / G C(cr(A)), le theoreme de Stone- 
Weierstrass dit qu'il existe une suite {P n } de polynomes telle que P n — > / dans C(cr(^4)), 
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i.e. uniformement sur a (A). Supposons maintenant qu'on ait deux fonctions $1 et $2 qui 
verifient les hypotheses du theoreme. Par la remarque ci-dessus, on a 

VnGN, $i(P n ) = $ 2 (P n ) = P(A) . 

De plus, on a 

" $2(7)11 < \\Mf) ~ *l(Pn)\\ + \\MPn) ~ $2(/)|| = 2\\f - P n \\c {< r { A)) "> . 

Done $1 = $ 2 - 

Montrons maintenant l'existence. Pour P polynome, $(P) est donnee par P(A). Soit 
/ G C(a(A)), on considere {-P n } une suite de polynomes qui converge uniformement vers 
/ sur a (A). On definit 

$(/) := lim P n (A) . 

II faut tout d'abord montrer que e'est bien une definition, i.e. que la limite est indepen- 
dente du choix de la suite {P n }- On prend pour cela une autre suite {Q n } de polynomes 
qui converge uniformement vers / sur cr(A). Alors 

\\Pn(A) - Q n (A)\\ = \\P n - Q n \\ C{ a(A)) - . 

De plus la limite existe bien dans C(H), car 

\\P n (A) - P m (A)\\ = \\P n - P m \\ C (a(A)) ■ 

Comme {P n } est une suite de Cauchy dans C(a(A)), il suit que {P n (A)} est une suite de 
Cauchy dans C(H). 

Alors 1., 2. et 3. sont verifies par construction, 4- es t clairement vrai pour tout 
polynome et s'etend done naturellement par densite. Montrons maintenant 6. : soit 
/ G C(a(A)), f > 0, alors on peut ecrire / sous la forme / = g 2 , oh g est a valeurs reelles 
et continue sur a (A). Comme g est a valeurs reelles, 1. entraine que <3>(g) est auto-adjoint. 
Toujours d'apres 1., on a $(/) = &{g 2 ) = &{g) 2 - D'ou, pour tout x G H 

(®(f)x,x) = ($(g) 2 x,x) = (<£>(<?)*, <£>(<?)£> = ||$(^|| 2 > 0. 

Reste a demontrer la propriete 5., dite d'image spectrale. On note 

F = {f(X); Xea(A)} . 

On considere A G C \ F et la fonction g G C(a(A)) definie par 

^ (A) := 7(aF^- 

On a (/(A) - AoMA) = ^(A)(/(A) - A ) = 1 et done 

(f(A) - XoI)g(A) = g(A)(f(A) - \ I) = I 

ce qui montre que XqI — f(A) est inversible et que Ao ^ cr(f(A)). On a done a(f(A)) C F. 
Montrons l'inclusion reciproque. Soit Ao G F, il existe /i G cr(A) tel que Ao = /(/-*)■ Deux 
cas se presentent : 
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• Ker(A-fil) ^ {0}. Alors il existe x ^ tel que Ax = iix. On a alors f(A)x = f{[i)x 
et done A G a p (f(A)). 

• /i G o" c (^4) (on rappelle que le spectre residuel d'un operateur auto-adjoint est vide). 
Alors l'image de A—^iI est dense dans H mais distincte de H. L'operateur (A—fiiy 1 
est defini sur Im(A — fil) mais n'est pas borne, sinon, il s'etendrait en un operateur 
continu sur H qui serait un inverse de A — fj,I, ce qui contredirait fi G cr(A). Done, il 
existe une suite {x n } dans Im(A — jil), \\x n \\ = 1, telle que || (A — fil)~ 1 x n \\ — > +oo. 
Done si on pose 

(a - fiiy 1 x n 

Vn \\(A - fxI^XnW ' 

ce qui a bien un sens pour n assez grand, car \\(A — fil)~ 1 x n \\ — > +oo et done 
(A — fil)~ 1 x n 7^ pour n assez grand, on voit que \\y n \\ = 1 et de plus 

lU ~ M = \U-lt-^n\\ = \\(A-^x n \\ ° ' lOTSqUe n + °° • 
Et pour p G N quelconque, on a 

\\(A* - v?)y n \\ = \\{Av- 1 + Ai>- 2 Li + ... + A^- 2 + ^- 1 )(A-riy n \\ 

< \\A p - 1 + A p ~ 2 fi + ... + Afi p - 2 + fi p - 1 \\ \\{A-n)y n \\ ^0. 

On en deduit done que pour tout polynome P, on a 

||(P(A) -P(//))y n || -> , lorsque n -> +oo . 

Soit £ > 0, il existe un polynome P tel que ||/(A) — -P(A)|| = ||/ — P\\c(a(A)) < e/3 
et il existe n G N tel que pour tout n > no, on ait ||(P(A) — P(/i))y n \\ < e/3. On 
a alors pour n > no, 

\\(f(A)- f{n))y n \\ < \\(f(A)-P(A))y n \\ + \\(P(A)-P^))y n \\ 

+ \\{P( Ji )-f( i i))y n \\<e. 

On a done construit une suite {y n }, dont chaque terme est de norme 1 et dont 
l'image par f(A) — f(/i) = f(A) — \ tend vers 0. Si Ao n'appartenait pas a cr(A), 
on aurait 

l = \\y n \\ = \\{A-nI)-\A-nI)y n \\ < IKA-viy'WUA-^yJ^O, 
ce qui est absurde. Done A G cr(A). □ 



4.2 Decomposition spectrale 

On peut etendre le calcul fonctionnel aux fonctions Boreliennes bornees sur cr(A). L'interet 
est notamment de definir des operateurs x(A), ou x es t l'indicatrice d'une partie du spectre 
de A ; ces operateurs sont appeles projecteurs spectraux et permettent une decomposition 
spectrale de l'operateur A qui generalise celle des operateurs auto-adjoints compacts. 
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Theoreme 4.2 (Calcul fonctionnel Borelien). Soit A G C(H) auto-adjoint. On note 
B(a(A)) I'ensemble des fonctions Boreliennes bornees sur o~(A). II existe une unique 
application $ : B(a(A)) — > C(H) (une nouvelle fois on notera usuellement f(A) I'image 
de f par $ ) telle que : 

1. . *(/ + </) = *(/) + *(</), 
. *(fg) = *(f)o$(g), 

• $(1) = Ih, 

• *(/) = W))* ; 
$(4) = A ; 

5. si Ax = Xx, alors $(f)x = f(X)x ; 

4- si f > alors $(/) esi un operateur positif ; 

5. |W)lkfl)<sup{|/(A)|; Xea(A)}; 

6. si f G £>(<x(A)) e£ {/„} est une suite de fonctions boreliennes bornees sur o~(A) 
telles que /«—>■/ simplement et sup n sup {|/ n (A)| ; A G o"(^4)} < +oo ; alors, pour 
tout x G H , on a $(f n )x — > lorsque n — > +oo fi.e. $(/ n ) converge fortement 
vers $(/); ; 

7. si B E C(H) commute avec A, alors B commute avec $(/) powr toni / G £>(a(A)). 
Preuve. Pour / une fonction Borelienne bornee sur cr(-A), on notera 

||/|| sup = sup{|/(A)|; Xea(A)}. 

On commence par montrer l'unicite. On remarque que 1. et 2. determinent $ pour les 
polynomes. Le theoreme de Stone- Weierstrass permet alors d'etendre de fagon unique 
la fonction $ a C(o~(A)). Ensuite, on utilise la densite de C(a(A)) dans B(a(A), plus 
precisement, pour / G B(a(A), il existe une suite {/«}„ C C(a(A)) telle que ||/ n || SU p < 
ll/llsup et / n — > / simplement sur o"(A). On voit done que 1., 2. et 6. determinent $ de 
fagon unique. 

Reste a montrer l'existence. Par le theoreme du calcul fonctionnel continu, $ est 
deja definie sur C(a(A), on la prolonge a B(a(A)). Pour x G H donne, on considere 
l'application 

feC(a(A))^{f(A)x,x). 

C'est une forme lineaire continue positive sur C(o~(A)), done par le theoreme de Riesz- 
Markov, il existe une unique mesure Borelienne reguliere sur cr(A), notee /i x , telle que, 
pour tout / G C(a(A)), on ait 



(f(A)x,x)= [ /(A)d A 

Ja{A) 
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On peut alors utiliser l'identite de polarisation pour exprimer (f(A)x,y), on obtient 
(f(A)x, y) = [ /(A) j (dfi x+y - d(j, x - y - idfi x+iy + id^ x _ iw ) . 



Soit maintenant / G £>(a"(yl)), il existe une suite {f n } n C C(a(A)) telle que ||/ n || S up < 
II /II sup et f n — > / simplement sur <r(A). Le theoreme de convergence dominee assure alors 
que 



L'application 



(/n(^,2/>= / fn(X)dfJ>x,v -»■ / /(A)d^ X)V . 

lim (f n (A)x,y) (4.1) 

est anti-lineaire sur if et de plus 

|(/n(^,l/)|<||/n(A)a;|| |M|<||/„|| sup 1 1 ^ 1 1 1 1 y 1 1 ^ ll/H sup 1 1 % 1 1 1 1 y 1 1 , 

l'application (4.1) est done continue sur H . Par le theoreme de Riesz, il existe done un 
unique element de H, que Ton notera f(A)x, tel que 



(f(A)x,y)= [ f(\)d» x , y VyeH. 

Ja(A) 

On voit done que 

f n (A)x f(A)x lorsque n — > +oo . (4.2) 
Par ailleurs, on a egalement 

||/ n (A)a;|| 2 = (f n (A)x, f n (A)x) = ((f n (A))* f n (A)x,x) = (\f\ 2 (A)x,x) = [ \f n (\)\ 2 d(i x 

Ja(A) 

et cette quantite, par le theoreme de convergence dominee, converge vers 

\f(\)\ 2 d^ x = (\f\ 2 (A)x,x). 



l<j(A) 

On a egalement 

(f n (A)x,y) -> (f(A)x,y) = (x, (f(A))* y) , 
(f n (A)x, y) = (x, (f n (A))* y) = (x, f n (A)y) - (x, f(A)y) . 
Done (/(A))* = f(A). On en deduit que 

\\f(A)x\\ 2 = ((f(A)yf(A)x,x) = (\f\ 2 (A)x,x) 

et done 

||/ B (A)s|| — > . 
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Ceci et (4.2) entrainent que f n (A)x — > f(A)x et de plus 

\\f(A)x\\ = lim ||/„(4)a;|| < lim ||/„(^)||||x|| < sup ||/ n || sup ||x|| < ||/|| sup ||x|| . 

n— »+oo n— >+oo n 

On a done construit une fonction $ verifiant 5. et 6. et les autres proprietes sont verifiees 
pour les fonctions continues et s'etendent par densite (pour 7., elle est clairement verifiee 
pour les polynomes et s'etend par densite). □ 

Remarque 4.1. On peut en fait travailler avec des fonctions sur R au lieu de o~{A) de 
la fagon suivante : 

• $ s'etend naturellement en une fonction $ definie sur B(M) en posant 

Hf) = $ (/L(A)) 

car ponr / G £>(IR) ; /a restriction de f a cr(A) appartient naturellement a B(cr(A)) ; 

• fj, x s'etend en une mesure B or elienne positive surM. en posant p, x (Q) = f/, x (Qr\cr(A)) ; 

• p, x est une mesure Borelienne bornee supportee dans a (A) (et done dans Vintervalle 
[-UUA\\]); 



I dfx x = / ldfi x = (x,x) = \\x\ 

JR Jcr(A) 



t(A) 

A l'aide du calcul fonctionnel Borelien, on commence par definir la notion de pro- 
jecteurs spectraux. On rappelle la propriete suivante utile pour la suite. 

Propriete. Un operateur P G C(H) est un projecteur orthogonal (et e'est alors le pro- 
jecteur orthogonal sur son image qui est un sous-espace vectoriel ferme de H), si et 
seulement si P 2 = P et P* = P. 

Preuve. Voir exercice 2.3. 

Definition 4.1. On note T la tribu des Boreliens de R et B(R) I 'ensemble des fonctions 
Boreliennes bornees sur K. d valeurs complexes. Pour Q G T , on notera 1^ I'indicatrice 
de Vt, i.e. 

1 si x G Q , 
sinon . 



ln(x) = 



Soit A G C(H) un operateur auto-adjoint, on appelle famille des projecteurs spectraux 
associee a A, la famille d'operateurs bornes sur H : 

{Pn := ln(A)}ner ■ 
Proposition 4.1. Soit A G C(H) un operateur auto-adjoint. 
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1. Pour tout Q G T , Pq est un projecteur orthogonal. 

2. P = 0,P R = I H . 

3. Si Q G T est tel que a (A) C Q, alors Pq = I H . En particulier, si |A| > \\A\\, 
P\-x,\[ = Ih- 

4- On suppose que Q G T est reunion denombrable disjointe de parties Boreliennes de 
R, i.e. 

Q = Q n , Q n fl Vt m = 0sin^m, Vt n G T , 

neN 

a/ors pcwr tont rr G H 



N 



lim y^P nn x = P n a;. 



n=0 

5. Pcmr tons Qi,Q 2 G T, P^P^ = Pn!nn 2 - 
Remarque 4.2. Oi fl 2 = 0, on a Pq iVJ q 2 = P^ + Pq 2 - 
Preuve. 

1. P^ = Pn est un cas particulier de 5., reste a montrer que Pq est auto-adjoint, c'est 
une consequence du calcul fonctionnel et du fait que 1q est a valeurs reelles. 

2. 10 = done 10(A) = 0. De meme 1r = 1 done 1r(A) = Ih- 

3. Si f2 G T est tel que cr(-A) C f2, alors 

(l n (A)x,x) = / ln(A)d^ s = / dfi x = (x,x) , 

Ja(A) Ja(A) 

et par l'identite de polarisation, on a done ln(A) = Ih- Plus simplement, on peut 
aussi utiliser le calcul fonctionnel continu : 1^ est continue et identiquement egale 
a 1 sur cr(A), done 1q(A) = Ih- 

4. L'indicatrice de la reunion |Jn=o es ^ ^gale a 

N 
n=0 

converge simplement vers l'indicatrice de Q lorsque N — > +00 et sa norme sup sur 
cr(A) est inferieure a celle de 1^ car la suite de fonctions est croissante et positive. 
On conclut done par le calcul fonctionnel. 

5. On a 1q l 1q 2 = ln iri n 2 , d'ou le resultat par le calcul fonctionnel. □ 
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Les projecteurs spectraux associes a un operateur auto-adjoint borne sont un exemple 
de mesure Borelienne bornee a valeurs projecteurs, dont voici la definition : 

Definition 4.2. Une mesure Borelienne bornee a valeurs projecteurs est une famille 
{Pn}neT telle que 

1. pour tout Q G T, Pq est un projecteur orthogonal ; 

2. P = ; 

3. il existe a > tel que P\- a ,a[ — I j 
4- si 

Q = I^J Q n , Q n fl Q m = 0sin^m, Q n e T , 
alors pour tout x G H 



N 



lim \2P Qn x = P n x; 



n=0 



5. ponr tons fl 1: fl 2 G 7", ^ni-P^a = -Pf^nfV 

Remarque 4.3. S'z on n'a pas la propriete 3., on parle de mesure borelienne a valeurs 
projections. 

On va montrer que toutes les mesures Boreliennes bornees a valeurs projections sont en 
fait des families de projecteurs spectraux associees a un operateur autoadjoint borne. De 
plus, la donnee de l'operateur est equivalente a celle de sa famille de projections spectrales. 
Autrement dit, l'application qui aAe £{H) autoadjoint, associe sa famille de projecteurs 
spectraux, est une bijection de l'ensemble des operateurs auto-adjoints bornes sur H dans 
l'ensemble des mesures Boreliennes bornees a valeurs projecteurs. 

Proposition 4.2. Soit {Pn}n e T une mesure Borelienne bornee a valeurs projecteurs, 
alors pour tout x G H , 

fi x : QeT i — ► (P Q x,x) =: fi x {Q) , (4.3) 
est une mesure borelienne reguliere positive bornee sur K. et pour tout A > a, 

dfjix = A*x(] - A,A[) = \\x\\ 2 . 



L 



Preuve. On a 

fi x {Q) = (P Q x,x) = (P&,x) = (Pnx,P n x) > 0. 
Le reste de la preuve est consequence du calcul fonctionnel Borelien. □ 
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Definition 4.3. Soit {Pn}neT une mesure Borelienne bornee a valeurs projections, on 
va utiliser une notation differente pour la mesure \i x definie ci-dessus. Pour A G K, on 
note 

Px ■= P]-oo,X] ■ 

La fonction F X (X) = (P\x,x) = /j, x (]—oo, A]) est la fonction de repartition de la mesure fi x . 
On notera d(P\X,x) au lieu de dfi x , en accord avec la notation employee pour I'integrale 
de Lebesgue-Stieltjes (integrale associee a une mesure Borelienne positive definie par sa 
fonction de repartition) . 

Lorsque {Pn}neT est la famille des projecteurs spectraux associes a A G C{H) autoad- 
joint, la mesure d{P\x,x) est appelee mesure spectrale associee a A et x. 

Le resultat suivant est une consequence de la preuve du theoreme 4.2. 

Proposition 4.3. Soit A e C{H) autoadjoint, soit {Pn}neT, la famille des projecteurs 
spectraux associes a A. Pour toute fonction f G B(cr(A)) et pour tout x G H , on a 

(f(A)x,x)= [ f(X)d(P x x,x). 

En particulier 

(Ax,x) = / \d(P\x, x) . 
Jr 

De fagon abregee, on notera 

f(A)= f f(\)dP x , A= f \dP\ . 
Jr Jr 

On a le resultat important suivant : 

Theoreme 4.3. Soit {Pn}neT une mesure Borelienne bornee a valeurs projections, alors 
il existe un unique A G C(H) autoadjoint tel que Pn = ln(A) pour tout Q G T ; il est 
donne par 

A = [ \dP\ . (4.4) 
Jr 

Idee de la preuve. Pour l'unicite, on suppose que A et B sont deux operateurs 
comme dans le theoreme, alors on a 

(l a (A)x,x) = (l n (B)x,x) = (P n x,x), 

et done les mesures spectrales et /if, associees a A et B sont les memes. II suit que 

(Ax,x)= I \d^= / \d^ = (Bx,x) 
Jr Jr 

et par l'identite de polarisation, A = B. 
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La preuve de l'existence consiste a donner formuler l'expression (4.4) d'une fagon qui 
permette de verifier que les projecteurs spectraux associes a A coincident avec les Pq. On 
ecrit 

(Ax,x) — / Xd(Pxx,x) = lim 7 —(P\k k+i \x, x) , 

autrement dit 

A= lim A n , A n :=y^-P\ k k+i\. 

fcez 

II faut d'abord verifier que {A n } est une suite de Cauchy. Pour plus de simplicity (de 
fagon a ce que les intervalles restent inclus les uns dans les autres d'une etape a l'autre), 
on travaille avec 

B n := 

au lieu de A n . Ensuite, comme B n est en fait defini par une somme finie (d'apres les 
proprietes des Pa), il est facile de calculer les puissances de B n et par convergence dominee, 
d'en deduire que 



/ 



A Jv dP A , 



ce qui entraine que la mesure spectrale associee a A coincide avec dP\ sur les polynomes ; 
par densite, on en deduit l'egalite des deux mesures. □ 
La famille de projecteurs spectraux associee a un operateur auto-adjoint permet de 
caracteriser precisement les elements du spectre de l'operateur. 



Theoreme 4.4. Soit A G C(H) autoadjoint et {Pn}neT la famille des projecteurs spec- 
traux associee. Alors : 



1. A G cr(A) si et seulement si, pour tout e > 0, F\\- et \ +£ [ 7^ ; 

2. A G cr p (A) si et seulement si P^ X } ^ 0, on a alors P^ X } = PKer(M-A) ', 

3. A G cr c (A) si et seulement si P^ X } = et pour tout e > 0, P\x- £ ,x+s[ 0- 



Preuve. 



I. Soit Ao G K. Dire que pour tout e > 0, i-]^ _ ej ^ 0+e [ 7^ 0, equivaut a dire que pour 
tout e > 0, P\ Q+£ — P\ -e 7^ 0. On suppose que P\ 0+£ — P\ Q -e — pour e > donne. 
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Alors 

||(A-A )x|| 2 = ((A - X )x, (A - X )x) 



= ((A-X ) 2 x,x) 

= f(X-X ) 2 d(P x x,x) 
Jr 

> [ (X-X ) 2 d(P x x,x) 

jR\]Xo-s,X +e} 



> £ I d{P x x,x) 

3 -£,A +e] 



> e 2 \ d(P x x,x}-e 2 / d(P x x,x) 

JR J}\ -e,X +£] 

> e 2 \\x\\ 2 - e 2 ((P X()+£ - P Xo - £ )x,x) = e 2 \\x\\ 2 . 

Done A — A est injective, i.e. A ^ & P (A). L'operateur A etant auto-adjoint, son 
spectre residuel est vide. Supposons que Ao G cr c (A), alors, l'operateur (A — A ) _1 
est defini et non borne sur Jm(A — Ao) qui est dense dans H et distincte de H . 
On en deduit, comme on l'a deja fait precedemment, qu'il existe une suite {y n }nen 
dans H, telle que ||y n || = 1 et \\(A — X )y n \\ — > lorsque n — > +00, ce qui est en 
contradiction avec \\{A — A )x|| > £||x||. On en deduit done que A G p(A). 

Reciproquement, supposons que A G K est un element de p(A). Alors il existe e > 
tel que \\(A— A ) _1 || < 1/e, ce qui entraine que pour tout x G H, \\(A—X )x\\ > e\\x\\. 
C'est-a-dire 

e 2 I d(P x x,x) = e 2 \\x\\ 2 
Jr 

< \\(A-X )x\\ 2 = ((A-X ) 2 x,x)= f(X-X ) 2 d(P x x,x). 

Jr 

Supposons que P Xo + v — P\ a -r, 7^ pour un certain 77 g]0, e[, alors il existe y G H tel 
que x = (P Xo+v - P\ - V )y ^ 0. Pour A < A -rj, on a P X (P X{)+V - P\ - v ) = et done 

(P x x,x) = 

et pour A > A + 77, P x (P Xo+v - P Xo - v ) = P\ 0+v - P\ Q - V et done 

(P x x,x) = \\x\\ 2 . 

On en deduit que la mesure /j, x (ou on note d[i x = d{P x x, x)), restreinte a l'ensemble 
] — 00, A — ^[U]Ao + 77, +oo[ est nulle, car 

jj, x (] - 00, A - 77 D = et ^ x (] - 00, A + 77]) = ||x|| 2 = ii 
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II suit 



/(A - A ) 2 cK = / (A - A ) 2 d^ 

" K •/[Ao-r?,A +r?] 



< rj 1 I d/2 x = 7] 2 dfi x = r] 2 \\x\\ 2 . 

J[Xo-ri,\a+v] >>K 

On voit done que rj > e ce qui est en contradiction avec la definition de 77. D'ou la 
reciproque. 

2. Soit A G crp(A). Alors pour tout vecteur propre x de A associe a la valeur propre 
A , on a 

P{ Xo }X = l {Ao} (A )x = x, 

done P{x y ^ et Ker(\ — A) C ImP{\ () y. Soit maintenant x G ImP{\ y, \\x\\ = 1. 
Alors x = -P{ Ao }X et done 

(l {Ao} (A)x,x) = (P {Ao} (A)x,x) = ||x|| 2 = 1 = / l {Ao} (A)d/i ;c . 

On en deduit que // x = 5\ . On peut decomposer Ax sous la forme suivante, de 
maniere unique : 

Ax = ax + y ou y _L x . 

On a alors 

(Ax, x) = / A5 Ao = A 

= {ax + y,y) = a 

d'ou a = A . De plus 

(A 2 x, x) = f \ 2 8 Xo = A 2 

= (aAx + Ay, x) = a {Ax, x) + {y, Ax) = a 2 + \\y\\ 2 

ce qui implique y — 0. On a done bien ImP{\ y = Ker(\ — A). La reciproque est 
evidente. 

3. C'est une consequence triviale des points f . et 2. □ 

On a une consequence triviale du theoreme ci-dessus : 

Corollaire 4.1. Soit A G C{H) autoadjoint et {Pn}cieT la famille des projecteurs spec- 
traux associee. Soit Q un ouvert de R, alors Pq = si et seulement si fin a {A) = 0. 
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4.3 Exercices 

Exercice 4.1. Soit F un sous-espace vectoriel ferme de H . On note P la projection 
orthogonale sur F . 

1. Quelles sont les fonctions continues sur cr(P) ? 

2. Soit f eC (o-(P)), determiner f(P). 

Exercice 4.2. Soit A G C(H) un operateur auto-adjoint. On veut montrer que tout point 
isole du spectre de A est une valeur propre de A. Pour cela, on considere A un point isole 
dans a (A) et f la fonction definie sur a (A) par 



/(*) = 



1 si t — A , 
sinon . 



1. Montrer que la fonction f est continue sur a (A) et que f(A) ^ 0. 

2. Montrer que (XI — A)f(A) = et en deduire que A G cr p (A). 

3. Montrer que f(A) est le projecteur orthogonal sur Ker(XI — A). 

Exercice 4.3. Soit H = L 2 (R) et <fi e C°(R) H L°°(R) une fonction a valeurs reelles. On 
definit V operateur A sur H par 

Wu G H , Au = (f)u . 
Determiner, pour n'importe quelle fonction f continue sur R, V operateur f(A). 

Exercice 4.4. Soit A un operateur auto- adjoint compact sur un espace de Hilbert H de 
dimension infinie. Soit f une fonction continue sur R. Montrer que f(A) est compact 
si et seulement si /(0) = (en particulier, si A est positif et compact, alors \fA est 
compact). Indication. Si /(0) ^ 0, alors f(A) est inversible sur un sous-espace ferme de 
dimension infinie de H et done n'est pas compact. Pour la reciproque, on pourra utiliser 
l'exercice 3.11. 

Exercice 4.5. Soit A G C(H), A>0. 

1. Montrer en utilisant le calcul continu que VA est un element de C(H) auto-adjoint, 
positif et qui commute avec tout operateur qui commute avec A. 



2. Soit B G C(H), B > 0, tel que B 2 = A. Montrer que B = VA. 

Exercice 4.6 (Decomposition polaire d'un operateur borne.). Soit A G C{H), on note 
\A\ = t/A*A. 



1. Demontrer que Ker(\A\) = Ker(A) et que Im(\A\) = (Ker(A)) . 

2. Demontrer qu'il existe un unique operateur U G C(H) tel que : 
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(a) pour tout x G (Ker(A)) , \\Ux\\ = \\x\\ ; 

(b) pour tout x G Ker(A), Ux = ; 

(c) A = U\A\. 

Remarque : un operateur verifiant les deux premieres proprietes ci-dessus (c'est- 
d-dire un operateur qui, restreint a I 'orthogonal de son noyau, est une isometrie) 
s'appelle une isometrie partielle. 

3. Demontrer que U*U est le projecteur orthogonal sur (Ker(A)) L . 

Exercice 4.7 (Exemple d'application des resultats de l'exercice precedent.). Soit H = 
L 2 (R). On considere I 'operateur A e C(H) defini par 

VfeH, Af = af 

ou a G C°(R) fl L°°(R). Determiner la decomposition polaire de A, c'est-a-dire calculer 
\A\ et I 'isometrie partielle U definie a l'exercice precedent. 

Exercice 4.8. Soit A G C(H) un operateur auto-adjoint sur H et A G o~(A). Montrer 
que les proprietes suivantes sont equivalentes : 

(i) A est isole et A est une valeur propre de multiplicity finie ; 

(ii) We > petit, _F]a-£,a+£[ est compact ; 
(Hi) Ve > petit, P\\- £ ,\+ei es t de rang fini. 
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Chapitre 5 

Operateurs a resolvante compacte 



Dans ce chapitre, nous allons considerer des operateurs non bornes dont la resolvante est 
compacte. C'est une situation assez classique dans l'analyse des equations aux derivees 
partielles usuelles. En utilisant les resultats vus sur les operateurs compacts, on peut 
obtenir une decomposition spectrale de ces operateurs qui est ensuite utilisee pour l'etude 
de certains problemes devolution. Dans tout le chapitre, on travaillera sur H espace de 
Hilbert sur C de dimension infinie. 

5.1 Rudiments sur les operateurs non bornes 

Definition 5.1. Un operateur non borne sur H est la donnee d'un sous-espace vectoriel 
D(A) de H et d'une application lineaire A : D(A) — > H. L'operateur est usuellement 
note (A,D(A)). L'espace D(A) s'appelle le domaine de A. 

Remarque 5.1. Si D{A) est dense dans H et si A est borne sur D(A) alors A se prolonge 
de fagon unique en un operateur borne sur H . Les exemples qui nous interessent sont 
ceux oil D(A) est dense dans H et A n'est pas borne, i.e. pas continu (pour la topologie 
de H), surD(A). 

Exemple. On considere 



ou C > est independante de f, i.e. L 2 (M.) <^-> iJ 1 (IR) ; ce qui est bien sur faux. 
Definition 5.2. Un operateur (A,D(A)) est dit symetrique si, pour tous u,v G D(A), 




Cet operateur n'est pas borne, sinon on aurait pour tout f G H 



(R) 




(Au, v) = (u, Av) . 



89 



90 



CHAPITRE 5. OPERATEURS A RESOLVANTE COMPACTE 



Definition 5.3. On considere un operateur (A,D(A)) avec D(A) dense dans H (on dit 
que (A,D(A)) est de domaine dense). L'adjoint de (A,D(A)) est I'operateur (A*, D(A*)) 
defini par : 

D(A*) = { y eH; 3zeH; Vx E H (Ax, y) = (x, z)} 

et 

A*y = z. 

Remarque 5.2. Le fait que ceci soit bien une definition repose sur la propriete que D(A) 
etant dense dans H , pour y donne dans H , si z tel que ci-dessus existe, alors il est unique. 

On a la propriete evidente suivante : 

Proposition 5.1. Si (A,D(A)) est symetrique de domaine dense, alors D(A) C D(A*) 
et 

At = A. 

\D(A) 

Definition 5.4. On dit que (A,D(A)) est auto-adjoint si D(A) est dense dans H et 
(A* , D(A*)) = (A, D{A)) (ce qui revient simplement a dire, d'apres la proposition prece- 
dente, que D(A*) = D(A)). 

On a un critere fondamental pour verifier qu'un operateur est auto-adjoint ; il necessite 
de definir la notion d'operateur ferme. 

Definition 5.5. On considere un operateur (A, D(A)), son graphe Y A est defini comme 
la partie de H x H suivante : 

T A :={{x,Ax); x G D(A)} . 
On dit que A est ferme si T A est une partie fermee de H x H . 

Theoreme 5.1. Soit (A, D(A)) un operateur symetrique de domaine dense, les proprietes 
suivantes sont equivalentes : 

1. (A,D(A)) autoadjoint ; 

2. {A, D(A)) est ferme et Ker(A* ± il) = {0} ; 

3. Im(A±iI) = H. 

Definition 5.6. Soit (A,D(A)) un operateur ferme, Vensemble resolvant de A, note p(A), 
est Vensemble des A G C tels que 

XI — A : D(A) — ► H 
est un isomorphisme, oil D(A) est muni de la norme du graphe 

\\x\\ 2 d(a) = W 2 + ||Ae|| 2 

ce qui lui donne une structure d'espace de Hilbert et garantit que XI — A est continu de 
D(A) dans H (il suffit done de verifier la bijectivite). Pour X G p{A), on note R\(A) := 
(XI — A)" 1 et on I'appelle la resolvante de A en X. Le spectre de A est defini par a (A) := 
C\p(A). 
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Proposition 5.2. Soit (A,D(A)) un operateur ferme, pour A G p(A), R\(A) G C(H) 
simplement par le fait que R\(A) G C(H, D(A)) et que D(A) <^-> H . De plus, p(A) est un 
ouvert de C dans lequel A i— > -Ra(^4) est analytique a valeurs dans C(H) et verifie Videntite 
de la resolvante 

R X (A) - R,(A) = (p - A) R X (A)R IM (A) . (5.1) 
On voii notamment que o~(A) est ferme. 

Proposition 5.3. Soit (A,D(A)) un operateur ferme, d'apres Videntite de la resolvante 
(5.1) si R\(A) est compacte pour un A G p{A), elle Vest pour tous les A G p(A). 

Definition 5.7. Soit (A,D(A)) un operateur ferme, on pent decomposer le spectre de A 
en trois parties disjointes : 

• o-p(A) est V 'ensemble des valeurs propres de A, i.e. les A G C tels que 

Ker(XI - A) = {x G D(A) ; (XI - A)x = 0} ^ {0} ; 

• cr c (A) est V ensemble des A G C tels que XI — A est injectif et son image est dense 
dans H, distincte de H, i.e. (XI — A)' 1 est un operateur non borne de domaine 
Im(XI — A) dense ; 

• cr r (A) est V ensemble des A G C tels que XI — A est injectif et son image n'est pas 
dense dans H , i.e. (XI — A)~ l est un operateur non borne de domaine Im(XI — A) 
non dense. 



5.2 Operateurs a resolvante compacte 

Dans cette section, on considere des operateurs (A, D(A)) auto-adjoints tels que l'injection 
de D(A) dans H est compacte. 

Exemple. On considere sur H = L 2 (}0, 1[) V operateur 

A = -— , D(A) = H 2 (]0, 1[) n H'QO, 1[) = H*(}0, 1[) n C§°(]0, l[f ] °' 1[ . 

II s'agit d'un operateur auto-adjoint positif et l'injection de D(A) dans H est compacte 
par le theoreme de Kato-Rellich. 

De tels operateurs sont a resolvante compacte, et de plus, pour A G K. fl p(A), R\(A) 
est un operateur compact auto-adjoint. D'apres le theoreme de Hilbert-Schmidt, il existe 
done une famille orthonormale denombrable {e n } <„<Ar+i (N < +oo) et une famille de 
nombres reels {A n } < n <Af+i, avec |A n | decroissante avec n, telles que, {e n }o<n<A r +i sst une 
base Hilbertienne de Im((XI — ^4) _1 ) = D(A) = H (on voit done qu'on est necessairement 
dans le cas separable) et pour tout x G H 

N 

(XI - Ay 1 x = ^2 ^n(x, e n )e n . 

n=0 
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De plus, comme A G p(A), XI — A est un isomorphisme de D(A) sur H et on a done 
Ker((XI — A)~ r ) = {0}. Comme H est de dimension finie et que la dimension du noyau 
de chaque valeur propre A ra de (XI — A)^ 1 est finie, il suit que N = +oo et que A n — > 
lorsque n — > +oo. On en deduit le theoreme suivant. 

Theoreme 5.2. Soit (A,D(A)) un operateur auto-adjoint tel que I'injection de D(A) 
dans H est compacte. On suppose que p(A) DR 7^ 0. Alors il existe une base Hilbertienne 
{e„}neN de H et une famille de nombres reels {p n }n&h avec \Pn\ +°o lorsque n — > +oo ; 
telles que, 

+00 

x G -D(A) /i n (x, e n )e n converge dans if 

n=0 

poitr x G D(A), 

+00 

Ax ^ ^ pn{%i ^n)^n ■ 
n=0 

Preuve. C'est une consequence directe des remarques precedentes. Pour n G N, on a 

(XI - A)' 1 e n = X n e n done (XI - A) e n = ^-e n . 

On en deduit que 

Ae -(x-±)e - XX --\ - U e 

V A n J \ n 

On a alors bien \p n \ — > +00 lorsque n — > +00. De plus, pour x G il, on a 

x= lim ^(x,e fc )e fc 

k=0 

et pour tout n G N, 

n n n 

x n := ^(x,e fe )e fc G et Ax n = ^2(x,e k )Ae k = ^ p k (x, e k )Ae k . 

k=0 k=0 k=0 

On voit done que x G D(A) si et seulement si la suite {Ax n } n converge dans H, le graphe 
de A etant ferme, sa limite est necessairement Ax. □ 

5.3 Un exemple 

On se place sur H = L 2 (]0, 1[) et on considere l'operateur 

A = I-^~ 2 , D(A) = H'(]0,l[)nH i (]0,l[). 
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Cet operateur est auto-adjoint et de plus, pour tout / e D(A), 

(Af,f) = 11/11*+ 11/11* >\\f\\H, 

i.e. A > 1. Le spectre de A est done inclus dans [l,+oo[. D'autre part, l'injection de 
D(A) dans if est compacte par le theoreme de Kato-Rellich. On est done dans le cadre 
du theoreme precedent. On va calculer explicitement les valeurs propres et les fonctions 
propres de A. Soit A > 1 tel qu'il existe une fonction / e D(A) verifiant 

/-/" = \f. 

Les solutions de cette equation sont les fonctions 

/(f) = acos(VA - If) + / 9sin( v / A - If) 

et ces fonctions sont dans D(A) si et seulement si 

/(0)=a = 0, /(l) = acosVA - 1 + psinVX -1 = 0, 

e'est-a-dire si et seulement si 

/(f) = / 9sin( v / A- It), sin VA - 1 = . 

Les valeurs propres de A sont done les A& = k 2 ir 2 + 1, k e N et les fonctions propres 
associees (de norme 1 dans if) sont 

^ fc (t) = v / 2sin(A;7rf) . 

Supposons maintenant qu'on veuille resoudre dans C(M. t ; D(A)) le probleme de Cauchy 
suivant, pour O e -D(A) donne : 

H = iA/>(f) , , x 

0(0) = 0o (5 j 

On decompose 0(f) sur la base Hilbertienne ip n : 

+oo 



0(f) = J]/«Wn, 



n=0 

et est solution de (5.2) si et seulement si, pour tout n G N, f n est une fonction continue 
sur K. a valeurs dans C et verifie 

/'(f) = X k f(t) , et /(O)=0 o fe := (0 O ,^>, 

ce qui revient a dire 

/(0 = 4e tXkt • 
La solution de (5.2) est done donnee par 

+oo 

0W = E^ A "Vn. 

n=0 

On remarque que la solution verifie ||0(f)|| = ||0o||h pour tout f e K. 
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5.4 Harmoniques spheriques 

Un exemple important d'operateur auto-adjoint a resolvante compacte est le Laplacien 
sur la sphere en dimension 3. Nous presentons ici sans justification certaines proprietes 
de cet operateurs qui amenent a la notion d'harmoniques spheriques. L'espace de Hilbert 
considere est L 2 (S 2 ) pour la mesure euclidienne sur la sphere, decrite en coordonnees 
spheriques (9, ip) G [0, 2n[x [0, n] par d/i£2 = sin9d9dp. Le Laplacien sur S 2 , dans ces 
coordonnees, s'ecrit 

1 d . n d Id 2 
A = -A s2 = - S m9— - — T 



sin9d9 d9 sin 2 9 dip 2 ' 

Muni du domaine D(A) = H 2 (S 2 ) (defini par exemple comme l'ensemble des traces sur 
S 2 des fonctions dans H 5 ^ 2 (R. 3 ), ou encore par redressement local de S 2 a partir de la 
definition de H 2 (Q) pour Q ouvert borne regulier de M 2 ), cet operateur est auto-adjoint 
positif. De plus, la sphere etant un compact, le th'eoreme de Kato-Rellich assure que 
l'injection de D(A) dans H est compacte. On est done dans le cadre d'application du 
theoreme general. 

Les valeurs propres de A sont A; = 1(1 + 1), I G N. Chaque valeur propre A; a pour 
multiplicite 2/+1, e'est-a-dire que le sous-espace propre associe a A; est de dimension 21+1. 
La base orthonormale de H de fonctions propres associees est notee {Yi n }i e ^ -i< n <i, on 
les appelle les harmoniques spheriques. Ces fonctions s'ecrivent sous la forme 

Y ln (9,p) = e m *u ln (9), 
1 d „ d ( , n 2 



sin 9 89 



d ( n 2 \ 

sin6»— m n = [1(1 + 1) - — — n u ir 
09 \ sm 2 9 J 

Jo 



\u ln (9)\ 2 sm9d9 = 

On peut par exemple utiliser ces fonctions pour exprimer les fonctions harmoniques sur 
la boule unite dans IR 3 ayant pour trace sur S 2 une fonction G L 2 (S 2 ). Lequation 



est equivalent a 



-A/ = sur 5 R s(0,l), /, 2 =0, 



VlGN, VnGN, -l<n<l, 
d 2 f ln/ s 2df ln/ . , 1(1 + 1) 



(0---^(r) + ^/«„(r) = 0, (5.3) 

/in(l)=^in, (5-4) 

ou on a decompose / et <f> sur la base des harmoniques spheriques 

i i 
f(r, 9,p) = J2J2 fm(r)Y ln (9, p) , 0(0, v) = J2Yl ^Y ln (9, p) 

neN n=-l neN n=-l 
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et utilise l'expression du laplacien sur M 3 en coordonnees spheriques 



d 2 , , 2d, 



On voit qu'on est ramene a la resolution des equations differentielles ordinaires (5.3) 
donnee initiale en r = 1 (5.4). 



